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| 随 着 电子 计算 机 的 出 现 和 它 处 理 能 力 的 不 断 提 高 ,科学 计算 越 来 越 受 到 重视 ,人 们 从 事 科 
! 学 研究 ,上 几 百 年 以 来 一 直 采 用 理论 分 析 和 实验 这 两 种 手段 ,从 本 世纪 50 年 化 以 后 ,科学 计算 已 
| ; 成 为 科学 研究 的 第 三 种 手段 ,人 们 将 所 研究 的 问题 建立 起 数学 模型 ,然后 在 计算 机 上 求解 数学 
方程 ,从 而 探索 客观 世界 的 规律 。 访 样 形成 了 一 批 诸 即 计算 物理 .计算 流体 力学 、 计 算 生物 、 计 
| 算 化 学 等 等 新 兴 交 灵堂 科 。 不 仅 如 此 ,在 一 些 工业 设计 部 门 ;人 人 们 也 在 计算 机 上 调整 不 同 的 参 
数 , 计 算 大 批 的 模型 ,从 中 挑选 出 最 佳 设 计 方 案 来 。 
| 爆炸 为 学 是 一 门 有 广泛 应 用 背景 的 学 科 。 它 的 数学 模型 的 核心 是 一 组 非 线性 篇 微分 方程 ， 
这 一 组 专程 只 有 在 极 特殊 的 定 解 条 件 下 , 才 可 以 用 普通 函数 的 形式 将 它 的 解 表达 出 来 ,这 去 用 
| 理论 分 析 的 方法 研究 煤 炸 力学 问题 ,主要 是 根据 问题 的 性 上 质 , 尽 而 将 方程 简化 。 这 样 求 出 来 的 
解 ,不 难 理解 ,其 准确 性 和 应 用 范围 都 是 很 有 限 的 。 用 实验 的 方法 研究 炬 炸 力 学 问题 是 普遍 有 
| HR REB. h TANADA n R A 4 k C eR E a og E E Gs ER REA P 
AHERE SA. HA EFELETT AEEA PEE YE 71 2E. MR DERE 
| i 5c BREL AL ARE CERES TERRES MEPESEEUR LI EUMD A T E 
和 掌握 爆炸 力学 中 各 种 过 程 的 机 制 。 这 对 于 推动 爆炸 力学 的 发 展 , 对 于 各 种 实际 爆炸 过 程 的 说 
| 计 都 是 至 关 重 要 的 。 
本 书 比 较 系 统 地 介绍 了 计算 爆 烨 力学 这 门 新 兴学 科 发 展 到 今天 的 一 些 重要 成 果 。 本 书 的 
内 容 比 较 全 面 , 既 讲 了 一 维 间 题 的 计算 方法 ,又 根据 实际 需要 着 重 讲 了 二 维 河 题 的 计算 方法 ; 
既 介 绍 了 差分 方法 ,又 介绍 了 有 限 元 方法 ; 既 有 比较 深入 的 理论 基础 知识 ,又 给 出 了 一 批 典 型 
实际 问题 的 计算 结果 。 作 者 近年 来 在 计算 爆炸 力学 这 一 领域 中 开展 了 大 旱 的 研究 工作 ,并 有 多 
年 讲授 计算 爆炸 力学 这 门 课程 的 经 验 .我 期 望 本 书 能 对 从 事 计算 爆 炸 力 学 的 研究 人 员 TER 
术 人 员 有 所 帮助 。 


李 德 元 
1993 年 10 月 27 日 于 北京 
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本 书 计 者 对 和 象 是 非 计 算数 学 专业 的 从 事 爆 炸 力 党 工作 和 学 习 的 研究 牛 、 教 师 , 科 全 大 页 和 
工程 技术 大 员 ,重点 讲解 榨 制 方程 组 的 离散 化 方法 和 数值 解 的 基本 理论 .以 双 曲 型 俩 微分 产程 
组 为 主 , 萎 讲 抛 物 地 期 微分 方 得 组 ;以 有 限 养 分 法 为 主 , 葛 讲 和 有 有 限 元 法 .本 书 足 于 要 为 工科 专业 
是 生 编 写 的 ,内 容 妨 重 应 用 ,在 数值 解 的 基本 理论 部 分 ,着 重 概念 ,专用 术语 和 定理 的 谢 述 ; 尺 
量 附 有 算 例 ,以 适合 工科 毕业 学 生 学 习 , 不 霹 求 理论 上 的 严格 推 续 。 着重 介 绍 爆炸 廊 学 典型 离 
散 格 式 , 对 格式 的 控制 方程 组 和 离散 化 方案 有 较 详 细 的 讲述 ,对 格式 的 优 缺 点 和 说 用 范围 也 和 有 
phe E Be Re BEST 4 dt mH oe se dm f SEL DLGB PEFER REF O T ER EGRE. 本 书 
专 和 一 章 介绍 有 限 差 分 法 的 最 新 进展 :上限 死 法 中 讲述 的 DEFEL AA DYNA HIT h 
近 发 展 起 来 ,并 且 止 在 广泛 应 用 的 程序 :还 介绍 了 材料 动态 断 戏 的 最 近 数 值 模拟 成 果 。 

计算 爆炸 力学 这 一 学 科 阁 处 于 初步 形成 阶段 ,本 书 仅 涉及 其 中 一 部 分 内 容 , 在 离散 化 方法 
HIA ER XO RESTI BR 2E BEALI «LO ox 8] RETT 151 Hid dam. 对于-- 个 比较 成 熟 的 程 
F SERERA S.H Fo) d e eg nua ETE E ERE SE e up OL PIE PEU BRETT. di TRI 
TRIES. iA H ERRORS URTER. 4C BIn Beg —sk d BIETFSUS AWER 
程序 , 纠 第 并 调 通 这 些 税 厅 ;上 改进 和 发 展 这 些 程序 ,使 之 为 爆炸 力学 课题 服务 。 

本 书 是 芷 "爆炸 力学 计算 方法 "研究 生 课 讲 授 作 年 的 基础 上 写成 的 ， 初 稿 以 李 德 苑 教授 在 
长 小 国防 科技 大 学 1981 年 的 讲课 内 容 为 基础 ,经 过 不 断 补 充 和 发展, 至 今 成 蔬 ， 人 全书 6 瘟 ; 第 
| 草 绪 论 ; 第 2 REDEB SEIT LT 3 75 FEN AE APER friR RC TE DS TE HUE TE TES Ji AR 
念 , 补 充 柱 一些 数学 知识 ;为 学 当下 一 章 作 准备 :第 3 章 讲 较 复 杂 的 双 曲 型 方程 的 差分 解法 , 讲 
解 了 弱 解 问题 . 耗 散 性 和 色散 性 问题 .使 读者 对 离散 化 的 基本 概念 和 基本 方法 刊 - -个 倍 面 的 认 
识 ;: 第 4 章 讲 典型 看 限 差 分 方法 , 选 拼 了 欧 拉 型 . 拉 格 关 昌 型 和 任意 拉 格 户 导 --- 欧 接 型 等 二 
类 程序 ,它们 都 起 国内 外 广泛 商用 的 程序 ;是 本 书 的 重点 内 容 : 第 5 章 讲 动力 有 限 元 法 ,为 了 便 
于 学 习 ,; 吕 结构 有 限 光 讲 起 ,介绍 了 当前 广泛 应 用 的 二 个 动 廊 有限 元 程序 ， 由 于 动力 有 限 元 法 
在 爆炸 力学 中 应 用 虽 思 巡 发 展示 执 .本章 内 容 有 助 于 读者 [了解 和 党 握 共 基本 原理 ;第 6 SET 
限 差分 法 的 最 近 发 展 , 内 容 赴 疝 分 状 后 阶 精 度 格 式 和 网 格 生 成 技术 ;反映 丁当 前 的 主要 发 展 方 
[E] TE E, RS. 

本 书 第 1.3 和 4 HeHpPE SG A892 S HLIKIX NORTE Xe EA s 35 5 sed ER. nn 
AUR T NUES (56 ELA Ix ZA 0 BIRTE Get BEI fM. 

本 教材 是 伯 全 德 元 教授 1981 p [CHPUEPRPJ OI AER [38 3 I9 E a SETUP A e i E fle 
148 Ur dE MG TER ME OEIETSLAHCBE os VoU ROM 
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第 一 章 绪 R 


旭 炸 是 指 在 极 短 时 间 内 ;在 检 小 的 体积 内 或 面积 上 发 生 极 太 能 其 转 化 的 过 程 ,也 可 以 说 是 
发 生 高 功率 密 麻 { 单 位 体积 或 单位 向 和 各) 的 过 程 。 其 转换 的 能 量 可 以 是 核能 .化 学 能 和 物理 能 ， 
爆炸 过 程 伴随 有 物理 变化 .化 党 变化 和 核 变 化 ,爆炸 万 学 主要 以 力 尝 的 观点 和 方法 研究 爆炸 过 
程 , 研究 爆炸 力学 可 以 从 理论 研究 .实验 全 究 和 数值 模拟 研究 三 个 方面 进行 。 本 书 介 绍 数值 模 
拟 研 究 爆炸 力学 的 基本 原理 和 方法 ， 

爆炸 力学 所 研究 的 过 种 中 ,和 伴随 有 各 种 参 层 (速度 .上 应力 .应 力 和 温 庆 等 ? 随 窗 间 和 时 间 的 
急剧 变化 。 通常 ,速度 超过 材料 首 速 .上庄 力 为 ltzpPa 到 数 百 GPa , 核 爆炸 的 压力 更 高 。 这些 过 程 
通常 用 流体 动力 学 和 简 塑 性 动力 学 模 卉 来 撕 述 .根据 情况 采用 一 维 或 多 维 室 间 ,各 上 化 学 反应 
方程 ,反应 兴 方 程 ,热传导 方程 ,本 构 关 系 等 ,成 为 包公 有 线性 和 非 线 性 偏 微 分 方程 . 常 微 分 方 
程 , 积 分 方程 , 沦 嫩 方程 及 代数 方程 的 一 个 封闭 方程 组 ,根据 具体 情况 有 不 同 的 初始 条 件 和 边 
界 条 件 。 

以 往 和 在 极其 简化 的 情况 下 ,得 到 了 一 些 解 析 解 ,这 些 解 法 非常 芋 隶 ,起 了 很 大 的 作用 , 介 
是 ,一 般 只 限于 包含 两 个 自 变量 的 六 向 问题 。 随 着 科学 与 生产 的 发 展 , 解 棉 解 己 经 远 远 不 符合 
要 求 了 ;人们 把 注意 力 转 癌 数 值 解 , 国 为 数值 解 对 控制 方程 的 限制 宽 得 多 ,可 以 得 到 更 接近 实 
际 情况 的 解 。 

时 在 1910 年 ,英国 人 Richardson 就 提出 了 用 数值 方法 解 流 体力 学 问题 ,1928 年 
Courant , Friedrichs 和 Lewy 提出 了 双 曲 型 差分 方 积 的 收 合 性 必要 条 件 ( 这 个 条 件 至 今生 在 应 
用 }) ,当时 十 要 由 于 计算 工 基 落后 ;使 得 数值 计算 工作 难以 进行 。 

第 二 次 世界 太 战 期 间 , 天国 加 速 研制 炉 武 背 , 需 要 进行 大 量 数值 计算 ,因而 独 进 了 计算 机 
的 证 生 和 发 展 ，1944 年 世界 上 第 一 台 月 动 序列 党 控 计 算 机 (Mark. 1 问世 , 它 的 主要 部 件 是 继 
电 兄 ,每 秒 进行 3 次 加法。1946 秆 上 疆界 上 第 一 台电 子 计 算 机 ENIAC 制 成 ,使 用 了 18000 个 电 
子 管 ,1500 "E HB gi eR 300 mE. HHE 1800 FAAR, BpEP EIS 3. 5000 次 ;1959 年 出 现 了 使 
用 晶体 管 的 第 二 代 计 算 机 ;1965 和 对 出 现 了 中 小 规模 集成 电路 的 第 三 代 计 算 机 ;1970 年 出 现 了 
大 规模 和 超大 规模 集成 电路 的 第 办 代 计算 机 ;现在 正在 研制 第 五 代 计 算 向 ,计算 机 不 仅 在 守 事 
种 个 额 域 得 到 广泛 应 用 ,而 月 帝 及 到 了 国民 经 济 各 个 领域 及 牛 活 领域 。 计算机 发 展 得 很 快 ,每 
隔 五 至 八 年 ,运算 速度 提高 10 倍 .体积 缩小 10 倍 、 成 本 降低 10 人 悦 , 现 在 一 台 个 人 微型 计算 机 
的 性 能 相当 于 下 余年 前 的 大 型 计算 机 。 计 算 机 的 迅猛 发 展 促使 数值 计算 飞速 发 展 起 来 。 

60 仁 代 以 来 ;以 美国 原子 能 委员 会 党 斯 阿拉 英 斯 实 恰 室 为 代表 ,进行 了 大 量 的 爆炸 力学 
数值 计算 工作 ,采用 . 维 不 定 带 流体 种 裤 体 弹 塑性 模型 编制 了 许多 实用 程序 ,对 谋 多 过 去 万 法 
计算 的 复杂 问题 进行 了 成 功 的 计算 。 现 在 已 经 不 仅 赴 对 革 一 类 问题 的 计算 机 数值 模拟 ,还 发 展 
到 条 以 在 计算 机 十 进 行 数值 试验 ,得 到 了 用 仪 占 没 备 实验 尚未 得 到 的 新 结果 ; 面 且 也 可 以 让 计 
竺 机 上 进行 产品 的 设计 工作 ,与 此 间 时 ,在 数学 模型 研究 和 离散 化 方法 的 研究 方面 也 取得 了 长 
中 的 进 禹 .逐步 形 克 了 数值 计算 的 完整 地 论 . 过 去 利用 解析 方法 求解 数学 问题 得 到 的 解析 解 和 
近似 解 的 庶 用 范围 极为 有 限 , 现 在 出 于 数值 计算 的 巨大 运算 能 力 和 有 适应 能 力 , 使 得 科学 计算 不 
母 是 一 种 辅助 平 段 。 为 了 认识 某 一 种 科学 技术 规律 ,大 们 可 以 从 理论 研究 .实验 研究 和 数值 计 
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算 研 究 这 二 奖 基 本 科学 活动 进行 探索 .以 入 对 -个 数学 问题 ,总 是 在 先 对 向 题 的 担 法 . 解 的 性 
质 . 近 似 方 法 与 误差 分 析 等 上 方面 进行 详细 的 研究 后 , 个 对 该 问题 求解 ;现在 由 于 电子 计算 机 和 和 
数值 计算 方法 的 瑟 大 解 题 能 力 .可 以 对 一 些 提 法 还 不 本 清楚 , 解 的 特性 还 不 太 了 解 的 问题 求 
解 - “。 进 一 步 说 ,数值 计算 还 能 发 现 新 的 科学 现象 . 混 沌 的 发 现 就 是 一 例 。 混沌 是 六 十 年 代 的 
重大 科学 发 现 之 一 它 解 决 了 策 定 性 系统 中 为 什么 会 出 更 非 确定 性 的 问题 , 令 人 意外 的 征 通 过 
大 量 的 数值 计算 得 到 这 -- 重 大 发 现 的 ,而 不 中 通常 那样 通过 埋 论 分 析 或 实验 上 现 的 ， 由 上 可 
员 ,数值 计算 已 经 成 为 一 门 独 立 的 研究 手段 , 出境 了 计算 力学 .计算 物理 ,计算 化 学 .计算 生物 
学 等 -- 系 列 学 科 . 也 出 现 了 计算 爆炸 力学 这 一 学 科 . 

计 竺 爆炸 力学 就 是 以 计算 机 为 工具 .来 探索 爆炸 万 学 的 规律 ,加 工 力学 数据 (特别 证 实验 
数据 ) ,解决 爆 省 力学 问题 的 ,计算 燥 炸 力学 是 应 用 性 很 噶 的 学 科 , 图 1-1 是 侵 彻 问题 研究 的 流 
程 框图 ,适用 于 弹 和 靶 的 设计 研制 :从 图 中 可 以 晋 出 ,三 种 研究 手段 的 紧密 交错 配合 关系 ,也 可 
以 看 出 计算 爆炸 力学 的 车 要 性 。 

对 于 大 多 数 从 各 爆炸 理论 及 应 用 方面 工作 的 人 员 来 说 ;常常 没有 经 过 计算 为 学 的 专门 学 
习 和 训练 ， 为 了 能 够 与 计算 力学 专业 人 员 紧 密 合 作 , 以 完成 任务 .有 必要 掌握 计算 妨 学 的 基本 
知识 ;如 果 他 们 想 亲 自 进行 数值 计算 . 则 应 更 深入 地 掌握 计算 力学 。 

爆炸 力学 研究 的 课题 很 广泛 .应 用 在 常规 武器 .工程 爆破 .爆炸 加 工 . 动 高 压 人 台 成 新 材料 各 
爆 上 几 灾 十 的 防护 等 方面 。 这 些 应 用 从 理论 上 可 以 归纳 为 以 下 几 个 诛 题 ， 

. 4Ezt iE d BUE I a PRRETE HR PETER 
. Bom fede PE h 

. BOR Vois a: 

-REA E e DRIED s 

. 爆炸 加 载 下 ;应 力 波 的 传播 及 材料 的 破坏 ; 
. 空气 中 爆炸 ; 

.岩石 及 土 中 爆炸 ; 

. 水 中 爆炸 ; 

. 高 速 磁 撞 , 弹 丸 , 长 杆 及 射流 对 昌 标 的 贷 彻 ; 

10. 爆炸 加 载 下 材料 的 化 学 反应 及 相 变 。 

十 述 理论 课题 原则 上 可 以 用 双 曲 型 偏 微 分 方程 组 来 描述 ,大 部 分 属于 三 维和 二 维 不 定 苔 
问题 。 它 们 比 通常 的 流体 力学 问题 ,空气 动力 学 间 题 及 结构 动力 学 问题 要 复杂 得 多 ,因为 有 许 
多 特殊 要 求 。 例 如 
. 材料 的 大 变形 ; 

. 计算 目标 区 域内 有 老 种 材料 ,并 且 要 求 清晰 显示 内 界面 和 外 界面 ; 
: 化 学 反应 1 

,高压 , 离 涛 及 高 应 变 素 使 得 一 些 材料 系数 不 能 视 为 第 数 ; 

. 各 种 强 间 断 的 处 理 ， 

. 出 于 材料 破坏 或 相 变 产生 新 的 弄 向 ; 

上 述 特 殊 要 求 使 得 数值 模拟 难度 加 大 ,程序 复杂 ,针对 各 类 课 丁 ,编制 了 众多 的 程序 ,它们 
的 专用 性 较 申 ,各 有 优 缺 点 ,迄今 尚 没有 -个 公认 的 完善 程序 , 世 没有 一 个 普 适 的 通用 程序 , 面 
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是 在 不 断 完 善 和 不 断 发 展 之 中 。 
为 ] 进行 数值 计算 ,要 把 连续 的 微分 方程 组 离散 化 ,成 为 求 册 有限 个 点 的 解 的 离散 方程 组 
"M 3 = 
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(通常 是 代数 方程 组 ) ,然后 用 计算 机 求解 。 坊 常用 的 离散 化 方法 有 两 类 ; -- 类 是 先 建立 微分 方 
程 组 (控制 方程 ) ,然后 用 网 格 覆 盖 时 间 和 空间 ,进行 近似 的 数 伍 解 。 这 类 方法 以 有 有 限 类 分 法 为 
代 胡 ， 罗 一 类 是 先 将 连续 的 日 标 空间 分 解 成 有 限 个 小 单元 ;组 成 离散 化 模型 ;然后 对 离散 化 模 
型 求 近 伺 的 数值 解 。 这 类 方法 专 有 有 限 元 法 为 代表 , 有 限 老 分 法 在 动力 学 .流体 力学 和 爆炸 力学 
中 得 到 上 广泛 庶 用 ,本 书 以 此 为 主要 内 容 .。 有 有限 元 法 在 静态 学 ,结构 万 学 和 低速 的 动力 学 中 得 到 
广泛 应 用 .最 近 推 广 到 动力 学 范围 .一些 有 限 元 程序 应 用 在 高 速 嫌 撞 和 爆炸 张 动 等 问题 的 主 算 
中 ;有 很 好 的 发 展 前 蘑 。 

在 有 限 差 分 方 法 中 ,按照 采用 的 坐标 分 为 拉 格 明日 [Lagrange) 法 (简称 拉 氏 法 ;和 欧 拉 
(Euler) 法 内 种 。 拉 柳 关 日 坐标 是 跟随 材料 质 团 运动 的 ,质量 自动 守 全 .能 够 清晰 地 显示 解 城内 
部 多 种 物质 的 界面 和 自由 界面 ,能 比 欧 拉 法 提供 更 多 的 信息 .在 一 维 i 计 算 中 , 质 团 部 是 有 序 的 ， 
不 会 产生 网 格 扭曲 ,因此 者 用 拉 氏 法 。 早期 有 省 的 Yon Neumann-Richtmyer 方法 就 是 拉 氏 法 
(1950); — IE BILDER M FERE KO CodeCwWilkins .1969) R — f i [dE m p eo LER 
Hide fil SIN-AXC. L, Mader, W. R. Gage, 1967) 岂 是 使 用 拉 氏 坐标 。 上 于 拉 氏 法 的 -系列 优 
点 ,生得 在 二 维 程序 村 究 的 初期 ,天 科 也 使 用 拉 氏 坐标 。Kolsky 在 1955 年 给 出 了 第 一 个 拉 氏 
. ETE HIS .- 维 拉 氏 程序 不 能 计算 材料 大 变形 问题 ,因为 当 材 料 大 变形 时 , 拉 氏 网 格 发 生 
握 遇 ;合计 算 精 度 上 下降, 和合 计算 时 间 步 长 变 小 (对 于 显 式 格式 ;1。 更 有 蒜 者 ,网 格 边 出 于 严重 扭 
曲 , 产 咎 相交 ,出 现 负 和 质 基 ,会 使 计算 终止 。 为 了 克服 这 个 缺点 ,大 们 采 最 了 各 种 措施 :tirandey 
在 1961 年 提出 使 用 三 角 网 格 , 当 格 点 同好 边 徘 近 时 ,意味 郑 网 格 边 快要 相 变 ,同时 网 格 体积 变 
小 六 ,个 得 里 力 和 人 大工 粘 性 项 加 大 ,把 格 点 " 顶 " 升 ;从 而 阻止 了 两 格 边 的 相交 ; Wilkins (1964， 
19692 5 Jit rh FELSERA A TR EE DR 24€ BH. LER Fi di E Crowley (1970 WI] A TI 4E 4E 3075 HU A h H 
ICD CUMBRE TER NI. ix dh me BbHEAS EFE BE RECS Dep 6r TEE HH Six E 1 Pr Bf] 
Ju £i P3 8 Er s PEU |" EHE" np SE E UT DLP SOR HE ET A ATR f ES EP 72 98 LS 
A fi 125 6 3 Hi] 55 — RR Z7 1E d ERE HL R2 ol f E dé Browne (E 1966 什 提 出 的 。 当 网 格 产 牛 
ENTEH RRT dc BHL PUR ALIS SEE REOR RAE RA BEIA 53 B9 Jg D] E Sr XE PULS «n IH POE 
村 新 网 格 进 行 质量 .动量 和 能 量 输 运 计 算 ., 调 得 新 网 格 的 参 大 ,然后 继续 进行 计算 .从 原则 上 来 
说 ,这 是 根本 解决 网 格 捏 井 的 四 落 , 但 中 由 于 引进 了 往 运 项 ,由 就 是 说 引进 了 了 获 拉 方法 ,经 过 事 
次 宣 分 后 ,不 能 再 视 为 跟踪 质 团 计算 了 ,. 淮 为 计算 结束 时 刻 的 流 场 质 团 , 已 经 二 法 和 初始 有 时刻 
的 质 团 一 一 对 应 。 再 者 , 重 分 网 格 并 不 足 很 罕 易 实现 的 ,目前 述 在 相当 程 度 上 依赖 于 经 验 和 技 
二 ,人 们 致力 于 编制 自动 恒 分 网 格 程 序 , 供 至今 还 没有 得 到 满意 的 结果 ， 

年 爆 炸 力 学 课题 中 经 常 遇 到 接触 间断 ;例如 爆炸 驱动 金属 壳 体 ,在 内 界面 上 上 时 力 和 法 册 带 
度 入 续 .但 是 密度 和 切 向 速度 间断 ;在 问 种 材料 内 部 .如果 产 千 冲击 波 的 相互 作用 ,在 冬 冲 贞 波 
和 于 赫 波 阵 而 ,由 会 出 现 接触 问 断 .在 计算 六 法 中 , 通 前 将 接 秀 间断 的 计算 称 为 消 移 而 计算 .有 
前 常用 拉 氏 法 求解 ,其 基本 步 又 是 ,将 内 界 曾 歇 栅 材料 分 为 主 耐 (-… 股 为 密度 较 大 的 材料 ) 和 具 
HOGERE RUDER FP ,第 一 步 , 从 血 材 料 先 在 不 动 的 刚性 主 血 上 消 移 送 动 ;第 E E Ma sl 
下 作用 关系 确定 主 面 材料 位 置 ;第 三 步 , 最 后 确定 从 自 材 料 位 置 。 上 典型 的 党 移 面 计算 见 HEMP 
FEE ON ins 1969) ,Seaman{1983) 作 进一步 改进 ;能 处理 计算 过 程 中 新 出 现 的 消 移 而 ,在 聊 
先 估计 到 会 出 现 滑 移 的 位 置 埋 没 滑 移 而 ,在 一 定 条 件 下 生效 ,在 动力 存 限 元 程序 DYNA 中 ,对 
WESEL 5 Ab ERR DAS PEARL RI PL dB VU pO ER BE. 但 足 总 的 说 来 , 滑 移 面 的 计算 是 在 实验 结 朵 
和 计算 结果 相近 的 基础 上 予以 承认 的 ;还 没有 是 够 的 数学 理论 基础 。 
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变形 分 为 体积 变形 和 前 切 变 形 , 相 就 地 将 应 力 分 为 静水 压强 和 偏 应 力 , 而 塑性 变形 仅 与 偏 应 力 
有 关 ; 将 应 变 张 量 分 解 成 弹性 应 变 张 僵 和 塑性 应 变 张 量 两 部 分 ,塑性 变形 用 Yon Mises ME 
准则 和 Prandtl-Reuss 增 量 理论 描述 ， 材 料 的 状态 方程 各 不 相同 ,对 于 金属 , 亚 声 速 时 常用 
Mie-Gruneisen 状态 方程 ,在 超声 速 时 常用 Tiliotson 状态 方程 。 在 国外 ,大 多 数 重要 金属 的 各 
种 状态 方程 的 数据 ,可 以 在 有 关 资 料 中 找到 ,在 数 GPa 压力 范 围 内 已 能 满足 大 多 数 计算 变 求 。 
在 国内 ,这 方面 工作 刚 开始 ,对 于 缺乏 的 国内 材料 参数 ,不 得 不 以 国外 相近 材料 的 参数 代替 ， 

拉 氏 法 由 于 上 述 一 系列 优点 ,成 功 地 计算 了 许多 课题 。 常 用 的 程序 有 TENSOR .HEMP 
和 TOODY 等 ,特别 适 于 对 求 清晰 显示 界面 而 变形 不 太 大 的 情况 。 对 于 材料 严重 扭曲 变形 的 
情况 , 拉 氏 法 就 很 难 计 算 , 甚至 无 法 进行 ,而 需要 用 欧 拉 法 进行 计算 。 

典型 的 欧 拉 法 以 流体 网 格 法 (FLIC ?为 代表 ,用 "和 ”分裂 善 分 格式 ,每 一 个 时 间 步 长 内 分 
两 步 进行 :第 一 步 仅 考虑 自力 效应 ,相当 于 拉 榨 般 日 计算 ;第 二 步 仅 考 虑 输 运 效应 ,相当 于 将 醒 
变 的 拉 格 翩 日 网 格 重新 回 到 原来 的 坐标 位 置 .就 是 说 ,如 果 拉 氏 法 的 每 一 计算 步 都 进行 重 分 网 
格 , 使 之 回 到 原来 的 网 格 , 这 就 成 为 欧 拉 法 了 。 

FLIC 法 对 于 单 物 质 的 流 场 计算 简单 方便 ,不 受 大 变形 妇 制 , 旺 示 了 歌 拉 法 的 优越 性 ,但 是 
有 两 个 重大 缺点 , 即 不 能 清晰 显示 界面 和 不 容易 处 理 多 物质 问题 。 为 了 显示 界 而 ,采取 了 示 踪 
ABS AE Harlow 和 Welch 提出 了 标记 网 格 法 MAC(01965) ,在 欧 拉 网 格 内 设置 无 质量 标记 
反 (Marker) ,它们 不 参与 守恒 运算 ,跟随 流 场 运动 ,从 而 达到 跟踪 和 显示 流 场 位 置 的 目的 ， 
Hageman 和 Walsh 提出 的 HELP(1971) 充 分 发 展 了 这 个 方法 ,他 们 在 材料 的 内 界 而 和 自由 界 
面 设置 了 标记 点 ,一 种 材料 设置 一 种 ,标记 点 连 线 走 向 的 左 柚 为 该 标记 点 所 代表 的 材料 , 连 线 
成 为 材料 的 界面 , 连 线 通过 的 内 网 格 就 是 混合 网 格 .根据 分 割 网 格 边 的 部 分 面积 进行 混合 网 格 
的 输 运 计算 ,HELP 程序 可 以 允许 两 种 以 上 材料 ,材料 内 界面 可 以 多 次 和 一 个 网 格 边 相交 , 标 
记 点 的 数量 可 以 自动 增 密 或 减少 ，HELP 程序 应 用 很 广 ,但 是 程序 复杂 ,计算 时 间 长 ， 

质点 网 格 法 5PIC+ 采用 了 有 质量 的 质点 (Particle) , Harlow (1964) 31 Amsden (1966) 对 
PIC 方法 做 了 较 全 面 的 总 绪 .。 PIC 方法 的 主要 特点 是 在 初始 时 刻 将 网 格 的 质 基 ,动量 和 能 量 北 
聚 在 有 限 个 点 上 ,例如 16 个 质点 ;每 个 质点 鬼 分 得 网 格 的 十 六 分 之 一 的 质量 、 动 后 和 人 能量。 每 
一 个 计算 时 间 步 仍 分 两 步 进 行 ,第 一 步 为 拉 氏 步 , 按 网 格 的 参量 计算 压力 效应 ,得 到 新 的 参量 ， 
包括 网 格 速度 ;第 二 步 为 输 运 计算 ,不 再 使 用 差分 方程 ,而 是 按照 质点 所 在 的 位 置 , 找 出 丰 邻 的 
四 个 网 格 速度 ,按照 面积 加 权 计 算 来 得 到 质点 速度 ,并 计算 本 时 间 步 的 位 移 , 以 确定 质点 的 新 
Abs. 如果 离开 了 原来 网 格 , 则 带 走 了 相应 的 一 份 质量 ,动量 和 能 量 ,。 计算 所 有 质点 的 运动 ,其 
总 和 就 是 各 个 网 格 的 输 运 效应 计算 .使 用 不 同 的 符号 罕 示 不 闻 材 料 的 质点 ,于 是 PIC 方法 既 
保留 了 欧 拉 法 适 于 大 变形 的 饶 点 ,又 能 计算 多 种 材料 和 显示 内 外 边界 ,因此 PIC 是 一 个 适应 
性 很 强 的 程序 ,其 缺点 是 要 求 计算 机 的 内 存 大 ,运行 机 时 长 。Harlow 和 Amsden 在 1974 FH 
出 GILA 程序 ,他 们 在 两 种 材料 的 内 界面 的 两 侧 的 几 排 网 格 有 用 不 带 固 定 质量 的 有 质量 示 踪 
点 ,进行 离散 输 运 ,在 计算 过 程 中 可 很 据 需要 技 撞 或 加 进 示 踪 点 ,其 余 网 格 则 采用 FLIC 方法 
进行 连续 输 运 ,从 而 大 大 节省 了 内 存 和 机 时 ,同时 基本 保持 了 PIC 程序 的 优点 。 

对 于 多 种 材料 问题 ,混合 网 格 基 欧 拉 法 所 特有 的 国难 向 题 ，。 拉 氏 法 由 于 网 格 跟 随 物 质 运 
动 , 可 以 避免 揭 合 网 格 。 欧 拉 法 则 册 于 网 格 固定 ,不 可 避免 出 更 混合 网 格 。 泥 侣 网 格 内 各 组 分 
的 参量 要 分 别 计 算出 来 ,因此 比 纯 略 的 计算 量 要 大 一 倍 以 上 ,通常 假定 混合 网 格 内 各 组 分 速度 
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一 样 ,压力 一 样 ,由 各 组 分 的 状态 方程 以 及 内 能 按 体积 分 数 分 配 的 原则 求 出 密度 和 内 能 。 混 合 
网 格 的 输 运 是 一 个 很 复杂 的 问题 ,前 面谈 到 PIC 程序 的 离散 输 运 相当 简章 ,HELP 程序 的 连续 
输 运 就 太 揽 杂 了 。Kershner 和 Mader1972 年 提出 的 2DE 程序 及 窗 国 荣 等 1980 年 提出 的 多 流 
体 网 格 法 简化 了 输 运 计算 。 他 们 不 用 示 踪 点 ,认为 混合 网 格 本 身 就 显示 了 内 界面 的 位 置 , 沦 台 
网 格 只 要 确定 两 种 材料 的 各 个 参量 就 行 了 .不 必 求 出 烤 料 的 具体 界面 位 置 .为 了 实现 混合 网 格 
的 连续 输 运 , 他们 巧妙 地 将 输 运 归纳 为 几 种 最 可 能 的 模式 ,按照 一 定 的 规则 选用 其 中 一 种 模式 
输 运 。 他 们 的 程序 比 HELP 简单 得 多 ,当然 内 界面 的 显示 不 及 HELP TR. 

欧 拉 法 不 能 跟踪 质点 运动 ,因此 计算 弹 塑 性 效应 不 如 拉 氏 法 精确 ,HELP 程序 将 弹 塑 性 计 
算 作 为 “和 ”分 裂 和 格式 中 的 一 个 单独 计算 步 ,为 了 计算 KK 格 的 弹 塑性 效应 , 先 求 出 n 十 1 时 刻下 
格 心 在 na 时刻 的 坐标 , 找 出 相 邻 四 个 网 格 , 由 该 四 个 网 烙 在 n 时 刻 的 应 变 率 按 面积 加 权 法 则 求 
出 该 点 的 应 变 率 ,作为 K 格 n 十 1 时 刻 的 应 变 率 , 用 同样 方法 求 得 应 力 偏 量 , 然 后 计算 其 它 量 ， 
欧 拉 法 计算 滑 移 面 遇 到 了 困难 ,方法 不 够 成 熟 ,精度 较 莽 。 

鉴于 欧 拉 法 和 拉 氏 法 各 有 优 和 缺点 ,虽然 在 拉 氏 法 中 引进 了 欧 拉 计 算 ( 重 分 网 格 ) ,在 欧 拉 法 
中 引进 了 拉 氏 计算 ( 示 踪 点 ) 但 是 对 许多 课题 仍然 不 够 理想 ,于 是 人 们 发 展 了 欧 拉 和 拉 氏 的 混 
全 程序 。 一 种 方法 是 划分 解 的 区 域 , 一 部 分 区 域 用 拉 氏 程序 , 另 一 部 分 区 域 则 用 欧 拉 程 序 。 例 
如 自 雏 成 型 破片 战斗 部 的 计算 ,可 将 自 锻 破 片 部 分 用 拉 氏 网 格 , 爆 这 产物 用 欧 拉 网 格 , 此 类 程 
序 有 Noh 的 CEL 程序 (964);Hirt、Amsden ffl Cook 提出 了 为 一 种 方法 ， BIER dr FS E fr 94: 
(ALE 方法 ,1974) ,他 们 使 用 网 格 速 度 D 28. D 为 零 时 ,相当 于 欧 拉 法 , 当 忆 为 质 扎 速度 时 , 相 
M Er, D 按 某 种 要 求 取 值 时 ,相当 于 拉 氏 法 进行 了 重 分 网 格 .改变 忆 值 可 以 司 程 序 适 应 
各 种 课题 的 要 求 ,也 可 以 在 计算 过 程 中 根据 需要 改变 DD fH. 

有 限 差分 方法 要 求 连续 条 件 ,因此 不 适 于 强 间 断 情况 ,为 了 使 差分 计算 能 够 响 利 通过 强 间 
断面 ;需要 有 格式 粘性 ,必要 时 要 加 上 人 工 烙 性 项 ,使 得 启 断 面 在 几 个 网 格 内 快速 这 续 变 化 , 形 
成 “几乎 间断 ”, 使 得 差分 计算 能 顺利 进行 ,而 又 能 保持 强 间断 面 的 参量 基本 不 变 ( 仅 公使 间断 
EFR). AILS HH h Von Neumann fil Richtmer(1950 年 ) 提 出 ,后 来 发 展 了 包 种 形式 ， 
至 邻 仍 是 解决 强 间 断 数 值 计算 的 主要 方法 .人工 精 性 项 的 加 入 ,会 产生 洪波 抹 平 和 激 波 区 拉 宽 
的 现象 ,还 可 能 在 激 波 两 侧 发 生 解 的 伪 振 荡 , 为 此 提出 了 各 种 高 分 辨 率 、. 栅 阶 精度 格式 .一 类 是 
对 差分 格式 的 耗 散 项 和 色散 效应 进行 请 节 和 控制 , 搞 制 伪 振 茵 ,如 Boris 和 D. L. Book (1973 
年 ) 提 出 的 通 量 收 正 输 运 法 ‘FCT,Flux Corrected Transport) ffl A. Harten (1983) B H3 B] a E 
35 3B ILES (TVD. Total Variation Diminishing); 男 一 类 是 Toxyviont1959 年 ) 提 出 的 间断 分 解 
法 ;对 间断 面 区 分 为 五 种 可 能 情况 ,用 精确 的 解析 解 来 公理 ,可 以 得 到 很 陡 的 冲击 波 阵 面 。 

采用 调整 网 格 尺寸 的 办 法 ;也 可 以 提高 冲击 波 的 分 辨 率 , 提 高 计算 精度 , 即 对 于 物理 量变 
化 大 的 区 域 采 用 网 网 格 , 对 于 物理 量变 化 小 的 区 域 采 用 粗 网 格 , 而 且 在 计算 过 程 中 目 动 调整 ， 
这 就 是 最 近 发 展 起 来 的 自 适 应 网 格 法 , 它 能 够 在 保持 计算 网 格 总 数 变 化 不 大 的 条 件 下 ,提高 计 
算 精 度 。 

边界 条 人 忻 的 处理 ,特别 对 于 复兴 边界 计算 域 ,是 数值 计算 的 一 个 关键 问题 。 传 统 的 有 限 差 
分 法 采用 笛 卡 尔 坐 标 系 , 采 用 两 复线 覆盖 计算 域 , 对 于 复杂 边界 很 难 精确 拟 合 , 因 面 其 计算 精 
度 一 般 低 于 内 网 格 的 计算 。 近 年 来 发 展 了 各 种 网 格 生成 技术 ,对 于 物理 面 采 用 贴 体 坐标 系 
(Body-fitted Coordinate System), 通 过 坐标 变换 ,把 不 规则 的 物理 求解 域 变 为 规则 的 计算 城 ， 
把 曲 边 界 变换 为 直 边 界 ,使 数值 计算 方便 而 准确 ,网 格 生成 技术 使 有 限 差 分 方法 能 够 应 用 于 复 
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由 于 有 限 元 法 在 结构 力学 计算 中 得 到 了 极为 广泛 和 成 功 的 应 用 ,人 们 自然 会 想到 将 其 应 

用 于 动力 学 计算 ,在 动力 学 问题 中 , 绝 大 多 数 情况 存在 塑性 变形 ,应 力 和 应 变 不 再 一 - -对 应 ,不 

再 能 通过 总 刚度 矩阵 求解 , 书 点 集中 力 是 根据 静 力 平衡 原则 计算 的 ,没有 用 变 分 。 对 于 非 定常 

问题 中 的 时 间 步 长 计算 ,采用 有 限 差分 方法 ,这 与 原来 的 有 限 元 法 ( 称 为 结构 有 限 元 法 ) 已 有 本 

质 的 不 同 , 称 为 动力 有 限 元 法 。 它 已 经 引进 了 一 些 有 限 差分 方法 ,但 是 和 有 限 差分 法 有 很 大 的 

不 同 。 在 动力 有 限 元 法 中 (以 后 简称 有 限 元 法 ) ,运动 方程 是 通过 单元 的 节点 力 列 出 的 , 同 邻近 


杂 边 界 课题 的 计算 ， 


的 网 格 的 形状 无 关 。 在 有 限 差 分 法 中 ,运动 方程 是 由 邻近 网 格 的 压力 差 来 计算 的 ,对 于 不 规则 
边界 或 区 域 , 需 要 分 别 建 立 差分 方程 或 作 专 门 处 理 , 有 限 元 法 则 没有 这 种 麻烦 。 有 限 元 网 格 编 
号 法 比 有 限 差分 法 中 的 ij 编号 麻烦 些 , 但 是 适合 于 形状 复杂 的 计算 城 ,适合 于 网 格 形状 和 尺寸 
变化 大 的 情况 ,更 便于 网 格 重 分 .有 限 元 法 的 另 一 个 优点 是 便于 编制 通用 程序 .基于 上 述 优点 ， 
有 限 元 法 在 爆炸 力学 数值 模拟 中 得 到 愈 来 份 广泛 的 应 用 ,典型 的 程序 有 EPIC, DEFEL 和 和 
DYNA 等 ,成 功 地 应 用 于 高 速 磁 撞 侵 彻 ,爆炸 驱动 和 爆炸 成 型 弹丸 等 计算 ,效果 良好 。 

目前 二 维 程序 已 经 进 和 成熟 阶 段 ,成 为 科学 研究 和 产品 研制 的 有 力 科 学 工具 ,但 是 爆炸 力 
学 中 存在 许多 属于 三 维 空间 的 课题 ,难以 用 二 维 模型 来 描述 。 例 如 对 装甲 的 侵 彻 疝 题 , 它 直 接 
关系 到 弹 刀 设计 和 和 防护 装甲 设计 ,二 维 模型 只 能 计算 生 直 侵 彻 问题 ,而 事实 上 钨 大 多 数 情 况 下 
是 斜 侵 彻 ,属于 三 维 模 型 ,用 二 维 程序 计算 平面 斜 侵 彻 的 结果 仅 在 初始 的 很 短 时 间 内 给 出 定性 
(有 时 是 定量 的 ) 数 据 , 以 后 则 和 实际 差别 愈 来 请 大 。 当 然 ,不 是 说 设 有 改善 和 缩小 这 种 差别 的 
技术 措施 ,但 是 用 三 维 模型 才 是 根本 改善 措 郊 。 现 在 尽管 出 现 了 速度 为 每 秘 数 亿 次 的 计算 机 
(如 CDC7600,CRAY) ,但 是 三 维 计算 ,仍然 是 十 分 昂贵 的 ,仅仅 对 于 个 别 重大 课题 ,在 具有 较 
为 雄厚 财力 的 部 门 才 能 采用 。 当 然 , 随 着 计算 机 硬件 的 迅猛 发 展 ,三 维 计算 将 很 快 得 到 普遍 应 
用 。 现 在 的 三 维 程序 都 是 在 原来 二 维 程序 的 基础 上 发 展 起 来 的 ,例如 Wilkins 等 的 HEMP3D 
(1975) 是 在 二 维 有 限 差分 拉 氏 程序 HEMP 基础 上 发 展 的 ;Johnson 等 则 发 展 了 EPIC-3 
(1978)，, 采 用 四 面体 有 限 元 , 它 能 有 效 地 防止 网 格 扫 昌 交叉 ,因此 能 够 计算 变形 相当 大 的 情况 ， 
在 高 速 斜 碰撞 计算 中 ,已 经 获得 了 与 实验 十 分 一 致 的 结果 。 随 着 计算 机 功能 的 迅速 提高 ,计算 
费用 大 幅度 降低 ,使 得 三 维 计算 愈 来 傅 有 现实 性 ;现在 已 经 可 以 通过 实验 研究 ,材料 动态 特性 
描述 和 三 维 计算 的 密切 配合 ,来 解决 过 去 难以 解决 的 课题 了 . 

由 于 数值 解 的 长 足 发 展 ,使 得 解 题 能 力 有 了 质 的 飞 既 ,在 这 种 情况 下 ,解析 分 析 的 作用 并 
不 基 无足轻重 了 ,上庄 首 甘 和 张 涵 信和 针对 空气 动力 学 的 数值 计算 “指出 , 曾 对 数值 计算 结果 输出 
的 数据 "海洋 ， 如 体 判别 给 出 的 流动 现象 是 物理 的 还 是 非 物 理 的 ?如 何 适 应 物理 问题 而 改进 现 
有 计算 方法 的 不 足 ? 对 此 就 需要 应 用 解析 分 析 了 ,特别 是 气动 方程 的 非 线性 ,在 有 些 情况 下 在 
在 分 又 .突变 和 混沌 等 非 线 性 行为 ,借助 于 解析 分 析 , 就 更 有 必要 了 .他 们 的 这 个 观点 对 于 爆炸 
力学 数值 计算 也 是 适用 的 。 

由 于 数值 计算 的 茵 勤 发 展 , 又 由 于 计算 机 硬件 的 突飞猛进 ,出 现 了 一 个 矛盾 ,这 就 是 如 何 
分 析 和 研究 计算 过 程 中 所 产生 的 浩如烟海 的 数值 结果 . 李 德 元 和 人 金 其 杰 指 出 ”, 单 靠 人 脑 处 理 
数据 已 经 远 远 不 够 了 ,出 路 看 来 得 借助 计算 机 的 图 形 处 理 能 力 ,就 是 说 用 图 形 榆 出 代替 数字 输 
出 ,实现 计算 结果 的 可 视 化 .因为 高 分 辩 率 彩色 图 形 显 示 器 可 以 在 一 幅 画 面 上 浓缩 几 百 万 个 数 
据 , 一 自 了 然 , 恕 果 用 数字 输出 , 则 每 吾 万 个 数据 和 需要 2000 张 纸 ,处 理 分 析 起 来 显然 困难 多 了 。 
可 视 化 不 仅 在 计算 结 朱 分 析 方 面 有 用 ,在 计算 的 各 个 步骤 都 有 用 ,可 以 通过 直观 的 图 形 表示 加 
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快 .检查 与 改善 计算 过 程 .可 视 化 的 进一步 发 展 是 将 数据 及 数值 分 析 与 计算 机 图 形 学 集成 为 一 
门 新 技术 , 称 为 图 象 化 技术 (Visualizaticon) ,也 称 为 图 象 数 据 分 析 (CVisual Data Analysis 或 
VDA) 。 对 于 力学 问题 ,以 假设 的 形式 给 出 控制 方程 组 , 由 此 收集 和 计算 得 到 大 量 数据 和 信 
息 ; 通 过 YDA 可 以 迅速 进行 模型 和 趋 故 的 搜寻 ,从 而 修改 假说 ,得 到 更 特 合 实际 的 控制 方程 
组 ,并 以 更 形象 ,更 突出 的 方式 显示 结果 ,大 大 提高 了 数值 计算 的 质量 和 速度 。VDA 和 多 媒体 
技术 相 结 合 ; 形 成 了 集 视 、 昕 为 一 体 的 极 具 临场 感 的 “虚拟 实 境 (Virtual Reality)” 技 术 , 可 以 在 
计算 机 上 进行 声 摇 并 茂 的 复杂 爆炸 过 程 的 动态 下 真 演示 ,这 最 然 能 够 促进 爆炸 力学 的 发 展 。 

对 于 爆炸 力学 碎 题 ,经 过 理论 分 析 后 ,首先 是 建立 数学 模型 ,确定 描述 该 过 程 的 物理 量 , 确 
定 它 们 之 则 的 函数 关系 。 数 学 模型 可 以 是 连续 的 .离散 的 或 统计 的 表达 形式 ,归纳 成 一 个 复杂 
的 控制 方程 组 ,一般 说 来 ,问题 县 有 三 重 非 线性 : 即 材料 大 变形 产生 的 几何 非 线 性 ,材料 动态 本 
构 关 系 的 非 线性 以 及 界面 上 发 生 清 动 . 摩 控 和 分 离 等 的 界面 非 线 性 。 为 了 能 够 计算 , IRE] 
资料 或 通过 实验 确定 方程 组 中 的 物理 常数 、 

下 一 步 工 作 是 数值 方法 研究 ， 将 控制 方程 组 离散 成 离散 方程 组 ,研究 离散 方程 组 的 相 容 
性 .稳定 性 和 精度 ,研究 爆炸 力学 特殊 问题 (如 强 间断 .大 变形 .滑动 边界 和 动态 损伤 等 ?的 处 
理 . 编 制 源 程序 时 ,应 考虑 通用 性 和 可 更 改 性 ,使 得 程序 能 够 方便 地 计算 某 一 类 问题 ,并 自 要 考 
在 到 非 专 业 计算 人 人 员 能 够 较 快 地 掌握 使 用 。 编 制 源 程序 时 ,不 仅 注 意 基 本 运算 部 分 ,也 要 注意 
输 人 和 输出 部 分 的 编制 ,现代 大 型 程序 中 , 输 人 输出 部 分 的 指令 数 与 基本 运算 部 分 相当 ,有 的 
甚至 超过 。 

源 程序 必须 经 过 考核 才能 实际 使 用 , 考核 的 方法 是 将 计算 结果 和 实验 结果 或 解析 解 作 比 
较 , 应 具有 足够 的 精度 ,至 少 也 应 当 和 成 熟 的 程序 计算 结果 作对 比 , 源 程序 经 过 考核 后 ;就 可 以 
对 该 爆炸 力学 过 程 进行 计算 机 实验 或 数值 模拟 。 在 计算 机 模拟 的 基础 上 ,应 用 控制 论 . 优 化 设 
计 方 法 和 计算 几何 等 理论 ;运用 绘图 软件 就 可 以 进行 计算 机 辅助 设计 ;应 用 VDA HRM” 
拟 实 境 “ 技 术 , 可 以 对 爆炸 力学 进行 更 高 级 的 研究 。 

计算 科学 的 发 展 和 硬件 的 发 展 是 分 不 开 的 , 随 着 大 型 计算 宙 的 发 展 ,个 人 微机 (PC 机 ) 以 
更 快 的 速度 发 展 , 使 得 计算 技术 的 普及 和 推广 有 了 坚实 的 基础 近 10 年 来 ,大 型 机 的 计算 速度 
以 平均 每 年 20% 的 速率 提高 ,而 PC 机 为 52%; 大 型 机 每 MIPS( 每 秒 执行 的 百 万 条 指令 数 ) 成 
本 每 年 下 降 11 和 % ;而 PC 机 下 降 27%, 现 在 PC 机 每 MIPS 或 本 仅 为 大 型 机 的 1/50, 因此 PC 
机 发 展 的 前 途 广 阔 ; 功 能 齐全 的 工作 站 也 得 到 了 广泛 的 应 用 ,因此 ,在 PC 机 和 工作 站 上 开展 
数值 计算 研究 已 经 成 为 热门 课题 。 

总 之 ;计算 数值 研究 已 成 为 爆炸 力学 研究 的 三 个 基本 手段 之 一 ,计算 方法 的 基本 原理 也 应 
成 为 爆炸 力学 科技 工作 者 的 必 备 知识 之 一 ， 
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第 二 章 ”抛物 型 方程 的 差分 解法 


抛物 型 方程 是 连续 介质 力学 问题 中 常见 的 仿 微 分 方程 之 一 .例如 热传导 方程 ,气体 扩散 方 
程 . 粘 性 流体 的 运动 方程 胡可 以 归结 为 抛物 型 方程 。 从 物 惠 学 讲 , 合 有 时 间 : 的 掀 物 型 方程 所 
描述 的 物理 现象 ,常常 是 和 某 种 不 可 北 的 耗 散 过 程 相 关联 的 。 本 童 介绍 差分 解法 的 一 般若 识 ， 
并 补充 一 些 必 要 的 预备 知识 ,介绍 抛物 型 方程 的 差分 格式 以 及 构 得 差分 格式 的 方法 ,对 于 这 些 
格式 的 相 容 性 、 稳 定性 和 收 伍 性 进行 分 析 ， 由 于 非 线性 方程 的 定性 分 析 ( 稳 定性 , 收 往 性 等 ? 直 
到 目前 为 止 尚 没有 一 套 完 整 的 理论 ,对 于 它们 遂 章 是 利用 各 种 方法 做 线性 化 处 理 后 进行 近似 
的 讨论 ， 所 以 这 方面 的 工作 主要 是 对 线性 偶 微 分 方程 进行 的 。 


$2.1. 定 解 问题 的 离散 


对 于 一 个 定 解 问题 的 离散 化 ,包括 三 个 方面 :求解 区 域 , 控 制 方程 和 初 边 值 问 题 的 离散 .下 
面 以 一 维 热 传导 方程 为 例 进 行 讨论 ， 
Lu = 0 Oc rx l0«rxer (2-1-1) 


式 中 
EM ge 
^ dt dr) 
为 微分 算 子 ,7 为 计算 时 间 的 终 值 。 上 式 的 边界 条 件 有 第 一 ,第 二 和 弟 三 类 边 寞 条 件 。 

为 了 将 求解 区 域 离散 ,用 二 簇 平行 线 覆 羡 求 解 域 ,在 x-! 平 面 上 , 取 & 二 Ax e Ac 
HAA ul EFE r 和 + CERO ER nm jkt Snr G= 0 cl. t2 n= El E2, 
…) 两 组 平行 线 构 成 的 矩形 网 格 材 盖 整 个 zx- 平面 - A 称 为 x 方向 的 空间 步 长 ,r IRA t 7 THES 
时 间 步 长 ,网 格 线 的 交点 称 为 网 格 的 缚 点 。 

对 初 值 问题 网 格 划 分 为 


=A: n-—üu.l.--, P: m=| 


i], 
e 
z=jh; j=0 El, +2, 
其 中 ms E T/c 的 最 大 整数 部 分 , 即 
mar mST «Gn, D 
在 :二 0 EHARA LPS S ARRA ICT Coo e o6 AST) 内 的 结 点 称 为 内 部 
£i o 
对 于 边 值 问题 而 言 ,网 格 划分 为 
he SAT; n—Ü0.1,. Maoi m=] = | 
rj. j20d.e Ni NhA=1 
在 :一 0,z=0,z 一 1 CHARRA ALES x RRNA A T (On L1 UST) A AAAA 


RIAM. 
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以 后 还 经 常用 到 半 网 格 点 上 的 值 


peciit Bin worden veri 


zr = |j 十 去 jh j—0,1,4, Nl 


差分 方法 就 是 在 偏 微分 方程 中 用 差 商 代替 微 商 得 到 相应 的 差分 方程 ,通过 求解 差分 方程 
得 到 微分 方程 的 近似 解 。 

ELE T Jr 38 DU COREL E Cr n0 fiiy G2. AX G0 ERIA RAE u Cn, nO fil in Dy 
u C, n), 

下 面 对 控 制 方程 (2-1-17 式 进行 离散 。 

FEIER P BSEC a Ge 0 EG oO RUOTE 


| E 
und dentibus I a 
Dv Sua. 
tar op + (2-1-2) 
| | J TT 
Gn Dm c PEE tI aa 
EM T 9?^u(,n) u 
T T (2-1-3) 


H O-1-2»0 74 n] 48 


l : "m 2 
AVI LO ON AN Sh eA e e 


at 3 2 at 
由 (2-1-3) 式 可 得 
NM 2 
un) _ u(jum) un D = Zun) 十 … (2-1-5) 


由 (2-1-2) 式 十 (2-1-3) 式 可 得 到 


a . ， s P4 4 
sU : - . a + Ll j 
Pun) = PAED WU ran 1L E Dug, He (2-1-8) 


MHE, Xp m 进行 泰勒 展开 有 
Pun | uCi rl, 一 Eutr un) + wlio ln) 


R? At ou 
十 3 iaun) + (2-1-7) 


(2-1-4) 式 右 端 项 的 第 一 项 是 utr,t) 关 于 自 变 量 1 的 向 前 差 商 , (2-1-5) 式 是 w 关于 上 的 向 
后 差 商 。(2-1-6) 式 和 (2-1-7) 式 分 别 是 zx 关于 上 和 z 的 二 阶 中 心 差 商 。 
为 了 书写 方便 ,引进 以 下 符号 来 表示 关于 ct HA., 


EIL MEM EE 


EI M 
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ELI MEM 一 一 一 


Ht 
TES pbi pg 
2 J 2h 
ull Bu ]Tu. 
二 阶 中 心 差 商 nt a g 


以 上 wd ant AREE Hn] hnti] 上 的 值 。 
利用 以 上 公式 ,用 不 同 的 差 商 来 代 葵 方程 中 的 导数 ,就 可 以 得 到 一 系列 的 差分 格式 ， 
格式 I!〈 显 式 格式 ) 
利用 * 关于 上 HAMAR RT 的 一 阶 中 心 差 次, 即 由 (2.1- 和 和 (2-1-7) 两 式 得 
Bjyn) — 8? 


Lu sil EF TG 


Sus Dum L3 o Zum) E aC Yon oq (2-1-8) 


式 中 
9 
uii 41 art 
用 好 XR uG on) AIHE GS 
H4 1 


-— : n -— 2 H T 
ie: LL 加 uo um a -— (2-]-9) 


这 就 是 源 方 程 (2-1-1) 的 差分 方程 。 其 中 Lo ROSXEAHNT. 
显然 


T 了 _. 
ui jn) 一 5 gauen) 4s 


Lu = Lia --R' 
ROSE EU oO DA Liu 通 近 Lu ROME. EO ZERO IERI 8 hr 很 小 时 , 仅 
RR 中 的 最 低 阶 值 , 即 当 >0、r>0 时 有 


R' = 2 Z uG z » S Gun) = Or + hi) 
3i 5: FERRI TE 3 | ACR 38 0 EKS ESL C2- 1-90 x5, 9] EAE 53 29 
Ll = Aw — 01, = 0 (2-1-10) 
^ r 一 而 (2-1-11) 
则 (2-1-9) 式 又 可 以 写成 
Itl = (1 — Zret cru, wj) (2-1-12) 


这 实际 上 是 一 组 线性 代数 方程 组 ,由 此 方程 组 可 郑 , 在 Co) 点 列 方程 时 ,要 用 到 人 十 1， 
m) GiS in) Ghaat DZA. WE 2-1-1, 

图 中 符号 各 表示 已 知 值 , 必 表示 未 知 值 , 作 表示 泰勒 展开 点 ， 

由 (2-1-12) 式 知 , 当 第 二 层 z 值 已 知 时 ,可 以 直接 求 出 第 = 十 1 层 上 的 值 , 这 种 差分 格式 称 
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为 显 式 格 式 。 
n+l i 
a 5—1 
"IM Sao, P 
图 2-1-] 格式 1 示意 图 图 2-1-2 格式 I 示意 图 
RA ( 隐 式 格式 ) 
用 xz 对 上 的 向 后 差 商 公式 , 即 由 (2-1-5)? 式 和 52-1-7? 式 有 
Vat — fu" = 0 (2-1-13) 
可 以 变形 为 
(1 十 2r ) ue 三 = Fu a 一 FU = La (Z-1-14) 


(2-1-14) 式 也 是 一 个 线性 代数 方程 组 ,在 点 tj ,nx} 建 立 这 种 格式 时 ,用 到 (十 1,n)、(j 一 1， 
n).Cjn—l»-um. WE 2-1-2, 
和 格式 1 不 同 的 是 ,已 若 第 wn 一 1 EH u fs ERKE n EA u 值 时 , 须 解 线性 方程 组 ， 
这 种 格式 称 为 隐 式 格式 。 
很 容易 证 明 , H h0. c0 时 ,格式 上 的 截断 误差 为 
R' = Qtr + ^*) 
格式 E CCrank —NicoLson 格式 ) 


PT Ped BJ RES zX npe 对 上 的 侦 导 数 都 是 用 同 前 或 癌 后 差 商 来 代替 的 。 现 在 我 们 对 + 的 中 
心 差 商 来 构造 差分 格式 。 


在 | jn--1-) 点 将 作 泰 勒 展开 
ut n+D=|u + utg E tj 
^ u EN T" 
| T Í | 
uon) =| u — Fu Lu, 一 — 十 "o 
两 式 相 减 得 
oljan t Dulen) og’ i| 
n3 | z 3i ap" Pt s + 
FibcR s 7,a 十 到] 。 将 3 在 | joe d) AEREN 
dr tt 241 a ' 2 
g^ ,. T gu t? J'y 
aigu nc) 一 A IIs tT g yaa 57 : ES 
gt J u T gu t A'u 
ai Un) — =| Z — 3» 33: 8 oË "T 2d 


两 式 相 加 得 
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| ! l 
2 d'u(3,n + 2?) 


a? j. 1|, 1F23?uCj,n ++ 1) PEG 
iu in t3 |= zl ac tT 8 aviar 


g* a ] * EI fs Dem ' 
eun + 1) 一 LOD 
2 " r EE x x ERE 
a em LAC T daa) un 十 utj — ln) + OCA!) 
这 样 ,就 可 以 得 到 中 心 差分 格式 
ee ed uy 
| a | 


E r h? p 
+ OCh? + TË) 
或 Lit =u? ->í Aiur! Su" TEEN 
(2-1-15) 式 还 可 以 写 为 
zi zu T uoa a a PL ER Tula (2-1-16) 
LES ES 4d 


R' = Oht + c») 
这 个 格式 的 特点 是 在 | on | 处 , 即 格 边 上 而 不 是 结 点 上 


作 泰 勒 展开 ,但 在 格式 中 却 未 出 现 格 边 量 ,由 于 对 了 时间 和 空间 + 
的 偏 时 数 都 用 中 心 差 商 , 使 得 格式 的 截断 误差 变 小 了 。 


注意 到 , 当 * 在 | Jnd] 点 上 展开 时 ,用 到 了 周围 6 个 结 点 
上 上 的 量 , 见 图 2-1-3。 所 以 该 格式 又 称 为 六 点 格式 。 LI 

显然 , 它 是 一 个 隐 式 格式 ， 图 2-1-3 TSES I 
T& 5*5 IV (Richardson 格式 ) 


WO dp Goo ARDA BEP KEA- R MARDER 1 。 这 样 可 以 得 


到 | 
E LU Qu, nri wn) rua), 
PE grt T" m 6 PIE 


| uCf L1, n) —ZuCfn)-uC39— 1n) 


"E 
AtA un), 
12 ar | 
差分 方程 为 
m+ l #— i] n" n 可 
Nou Ho 0 Hj HQ, AH d Ww 
Lint 2T h? 


= (A 十 Au!) — Dip = 0 (2-1-17) 
截断 误差 为 
R* = OCh: 十 e 
《2-1-17) 式 可 以 变形 为 
ur 一 2 一 2 十 到 十 到 1 (2-1-18) 


这 是 一 个 全 二 阶 精度 的 显 式 格式 ,注意 到 这 个 格式 和 前 面 的 三 种 有 一 个 根本 的 不 同 , 即 前 儿 种 
格式 ,无 论 是 显 式 还 是 隐 趟 ,差分 方程 只 是 出 现 n 屋 和 十 1 层 ,或 者 nn 层 和 "一 1 EKR, M 
格式 的 差分 方程 (2-1-18) 式 中 , 却 同 时 出 现 了 nn 十 1,n 和 2 一 1 三 层 上 的 量 , 所 以 这 种 格式 又 
Fio — ER X. 

下 面 讨论 初 边 值 条 件 的 离散 。 对 于 初 值 条 件 


H liag d) orl (2-1-19) 
AA ooXxpx. LESS 
u? 一 o) j= 0. 2,N N= 1h (2-1-20) 


对 于 第 一 边界 条 忻 
ef0 = tu D) 
Wl ts — 
AX HP ea COUR s GO Og PR BS C. REP 


us = pn) 


Ore , (2-1-21 


i 


' a= 1,2: M; M — — (2-1-22) 
T ELT TUM t 


由 于 第 二 种 边界 条 件 在 数学 上 是 第 三 边界 条 件 的 特例 ,因此 下 面 仅 研 究 第 三 边关 条 件 


A — AGO Lewo v 

B —crxT (2-1-23) 
| 上 

E SADa | jam = 1C) 


AH AGORO AUO v OAM S GO ECAA ATRE IL XL SK TE HEUR SHUT AERE 
离散 ,下 面 介 绍 三 种 离散 化 方法 。 

方法 一 

TECO.2 Fil ae Xp (1,0 Fi 8o 


El LEO) — un) O Au 
Dr — '" fh 2 ar’ 
IPTE —OuC(N an) — uN — ln) h ou 
[s e h TX 
这 梓 , 得 到 差分 近似 为 
EE — À Grut = vy (Cnr) 
En NE Ld neut c uae (2-1-24) 


经 过 这 样 的 处 理 , 就 不 需要 求 域外 的 点 。 其 截断 谋 差 二 Oth)。 由 于 控制 方程 差分 格式 的 截断 
误差 常 达到 R 二 O08*), 因 此 需要 构造 二 阶 精 度 的 边界 条 件 离散 格式 。 
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方法 二 
功 两 信步 长 的 中 心 差 商 代替 (2-1-24) 式 中 的 列 差 和 后 着 得 


2h 


一 Ataru = vy Gur) | 
(2-1-25) 


Nt NT " 
—R ÀA KNT) H "1 


上 式 出 现 了 求解 区 域外 的 值 “1 和 wh+ ,需要 求 出 来 。 设 控制 方程 (2-1-1) 趟 在 边界 上 也 成 立 ， 
则 可 以 得 到 边界 所 的 控制 方程 着 分 格 臣 ,以 格式 荆 为 例 ,由 (2-1-12) 式 得 


au = rrr) 
(2-1-26) 
unl = (1 — 2rjuh + riuh, d usa 
3$(2-1-2:0 3 CA, LAHE H ekt 
up = |1 — 2r — 2hrA (aT) lus + 208 — Zrhw (nt) | PE 
-1-21 
ux = |] 8r + ZhrA (nr) jus + 2ruS + 27h (ar) 
(2-1-27) 式 由 于 采用 了 中 心 莽 两 ,共有 二 阶 精 度 , 优 于 方法 一 的 差分 格式 。 
方法 三 
假设 边界 条 忻 (2-1-23) 式 中 第 一 起 在 + 二 有 /2 操 成 立 , 在 该 点 取 中 心 差 商 得 
A — Aut = v0 
SEE SI 
ui = PIC: Lu) OCE) 
[A E3818 
v — AG) on + up) = QD (2-1-28a) 
— HX NL, H 
EH TQ 00 AD y NE y a) ys Qn) (2-1-2805) 


上 式 和 方法 二 的 精度 一 样 ,也 是 OCh?)。 
82.2. 差分 问题 的 解法 


前 面 将 微分 方程 及 初 边 值 条 件 离散 成 差分 格式 ,本 节 介 绍 如 个 进行 计算 ,针对 第 一 类 边界 
条 件 讨 论 , 第 三 类 边界 条 件 情况 与 此 类 但。 
对 于 差分 格式 1 的 第 一 类 边界 条 件 为 
ur. = (1 C27)w + ra 十 1) 


. jo1.2,-.N 一 1 N 一 1 
下 一 0 一 1 M — Tr (2-2-1) 
HIE RAF 
u? = pl jh), j= Ol N (2-2-2) 
边界 条 件 


Wo 一 (NT), n —1,2,**,M 
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HX = s nr) (2-2-3) 
注意 到 ,n= 二 0 时 ,有 
up — 4,00) = pO) 
uh — (0) = ei Nh) = qi 1) 
IH C2-1-120 3 EORR] FREUT t S TERUALA S VE EE EURTIS SEHE HE B9 75 n) 3EEETE SR. RE 
3c. A RH C2-1-1220 35. HL 08:0 , BRI 
u) = C] — 2r d rGG + ua) 
J= 1,2.:7,N—1; 
这 样 可 以 算出 得 一 av 各 值 . T uie DU E HR SABES EECZ-2-30 CC HH. EIE n — 1 时 刻 
的 全 部 量 就 得 到 了 。 然 后 ,用 间 样 的 方法 ; 骨 求 n—2 时 刻 的 量 , 依 此 下 去 推进 计算 。 
当 固定 时 ,由 t2-1-12) 式 求 不 同 j 的 & 值 ; 则 可 写 为 


uj-(1—2rnwub ru 二 oru 
ull ru; O0 一 2rn)uws t u’ 
Ty e E ruy a H (1 — 20)4& ru 
Hui es Fu; H (0 — 2r)a F ruh 
以 上 方程 组 的 右 端 关 于 Gl 2e ,NN 一 1) 的 系数 组 成 了 一 个 三 对 角 第 阵 A.RBH 
1 = ?p r $ "ta TIT V 
r 1 一 2r r 0 si 0 
0 
A 一 
a D 
0 peces r 
Ü Ü E 2 
取 
FH, pU UIT) 
a 
. $ 0 
T . . 
H == = f" —L : — or 
j 0 " 
Ded Uu ,nr) 
gh) 
gi2h) 
lm : 


PCN — DÀ) 
则 方程 组 (2-1-12),(2-2-2),(2-2-3) 式 可 写 为 
u^! — Aut 十 " 
1 "—06LbssM-—I (2-2-4) 
H= 0 


— 17 — 
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可 见 式 中 的 产 和 8 分 别 代表 边界 条 件 和 初始 条 件 。 


格式 | 
由 (2-1-143 式 可 得 相应 的 差分 方程 为 
(1 -2 FH = E 
j=l 2N l; n—12.sM; 
u, = qCRh) j= Ol oN 
E a { 7) | 
dud Mr 
HY Bn): 
具体 的 解 题 步骤 ， 


HE EÉHOG-2-2»03& nDok 18 u5(5—0,1,2,*. ND, 
2. & n—]1.pC2- 1-140 ZH 


(1 20ul — riui ,— ral) = a 
je l; n; uM — 
或 者 可 以 写成 为 
— rut (T riu] — rui =u] 
—ruj- (T 22ui—ral 一 上 
—rtik-id- OF 2r)uk 一 1 —Hi 
—ruk-; T tl irjuk- ruh = HN 
UH BRI CORB PED B. 
or —r 0 9 0 
NE LO S dam Q 
ü 
B= 
E 
$ 0 1 + 2r =y 
0 0 


这 十 一 个 N 一 1 阶 的 三 对 角 短 阵 。 
由 C2-2-3) 式 ;可 得 
Hic RT), uk = gn) 
以 上 方程 组 用 向 量 形 式 号 出 为 
Bu: — a) 4 f! 
u?—0 

解 此 方程 组 可 以 得 到 车 的 值 ， 对 于 系数 矩阵 为 三 对 角形 式 的 线性 代数 方程 组 ,用 追赶 法 来 求 
解 是 非常 方便 的 。 对 于 追赶 法 求解 线性 代数 方程 组 的 解法 ,可 以 查阅 有 关 书 籍 。 

当 = 一 1 层 的 量 求 出 后 ,再 令 ”一 2 ,用 同样 的 方法 来 求解 下 一 层 ， 

方程 (2-1-14) (2-2-2). (2-2-3) BT EL R 

Bw =w gef" 


H — $9 


n= ].2.—.M (2-2-5) 
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CE 
相应 的 差分 问题 是 
2€1 十 et? — rui — rw] = 240 — rM p raiya d ru 


J= 1,2, N — l; 2—0,1,, M—1 


u? = gx jh) 
u = unc) n = 0,1l; 2, M 


uh = nT) 
HRA E xx Ede — I EGER S8 ES ELE S EE ARRERA A, RERE 
FEREZA RP CURAE UI B p «nr RARR AKRE. 
ZA EJT FREE LES 18] RE XA RT ELE RR 


CE + Bu = (E + A T ft f 
nc0,1, c, M—1 | (2-2-6) 
u^ -—, 
其 中 五 是 入 一 1 阶 的 单位 矩阵 ， 
HANV 
格式 下 的 善 分 问题 可 以 写 为 
2 一 二 一 2 十 


J= l2", N — jla s l, 2, M —1 
uh — ur) 
n = l, 2, M 
uy = Ha AT) 
u^ — pih) = 0,1,2, N 
EXE. AETIA. WAREN BUS EBERT ERED ERA E ESSA. Aa 
求 x=1 BEAR usn —1E rLmHBOGERBO. BE RAREN ERARE, AA 


骨 逐 层 求 下 去 。 
HRNEC. W 
2 eng 0 O 
—1 2 -—1 0 0 
C =— Jy | s iia xi sia ina » (9-0-7) 
2 一 1 
Lo o = 0 —1 2? 


方程 组 (2-1-18)、(2-2-2)、(2-2-3) 式 可 以 写 为 
ut! — Cu" 4 ag 4- 2f" 
u= 9 | 
u (5 5S HD 
为 了 以 后 讨论 方便 ,将 三 屋 格式 化 为 二 层 格 式 。 令 
PT == y" 
则 ug" —Cuh y" 2f" 
引入 ZUN — DAT) B WG", B] 


(2-2-8) 
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g” 
T 
w-| uo EM 
p” 


f' 
e| [arido 0.0 s] 
0 


Ji Te£R C2-2- 80 dX n] DA A 
W"*! = HW" -+ G" n= 1,2,"^-,M—1 
i 2-2-9 
wi [" ( ) 


式 中 


其 中 五 为 N 一 1 SEE. 
$2.3. 考分 格式 的 稳定 性 


差分 格式 的 稳定 性 是 差分 格式 的 定性 分 析 中 最 重要 的 问题 之 一 。 在 本 节 里 ,将 对 一 些 揣 物 
型 方程 的 差分 格式 进行 分 析 。 


2.3.1 图 (小 扰动 离散 稳定 试验 ) 


这 里 ,首先 用 直观 的 方法 来 考察 一 下 格式 I 的 稳定 性 。 
在 (2-1-t2) 式 中 , 取 r 一 172, 这 时 的 格式 最 简单 ., 即 有 
uj = Cay T tea) 
假设 在 计算 过 程 中 在 初始 时 刻 广 BECA LO AERE e HA- yA AHE 
的 其 它 点 .边界 点 .以 及 以 后 的 计算 过 程 ) 都 是 精确 的 。 现 在 来 考察 上 的 传播 情况 ， 
由 以 上 假设 可 知 , 差分 方程 的 精确 解 应 满足 


d. ow; a) 
q= l, 2n, N -一 上 n = 0,1l, M — 1 
u? —q Xj j—1G,—N-—I1 (2-3-1) 
Ho = Hinr) 
0 pU RR -——" 
HA = unt) 
h FRZ e 而 产生 的 差分 方程 的 近似 解 ww 应 满足 
V — GL bp 
uz 4X jh ) ELE 
T dee — jo Neid 


uj = nr 
"a = ner 
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误差 台 一 好 一 好 , 则 可 得 误差 方程 


9 JFJ (2-3-3) 


由 误差 方程 可 得 误差 分 布 表 ; 见 表 2-3-1, 
表 2-3-1 误 妾 分 布 表 


|] 
em NENNEN 


上 
LE pes m | 如一] jo mtl dd 


由 此 可 见 , 误 闫 是 在 逐 层 碱 少 。 所 以 当 步 长 比 r=1/2 时 ,格式 I 是 稳定 的 。 
设 r 二 1, 此 时 误差 方程 为 


一 一 十 

; 0 i#Æ j 

E s mE 
E J = jo (2-3-4) 

Ep 一 Ü 

£y = 0 


其 对 应 的 误差 分 布 表 见 表 2-3-2. 


X132 dX DE 


可 见 , 误 差 是 在 逐 层 扩大 。 这 样 ,就 称 >=1 时 ,格式 I 是 不 稳定 的 。 
用 图 法 研究 格式 的 稳定 性 ,特点 是 直观 ,但 它 不 能 定 苦 地 给 出 步 长 比 r 在 什么 范围 内 变 
动 时 , 才 使 差分 格式 稳定 。 要 想 定 量 地 人 赋 究 善 分 格式 的 稳定 性 条 件 ,还 必须 用 其 它 的 方法 。 


2.3.2. 初 值 问题 的 稳定 性 


稳定 性 可 以 如 下 定义 ; 源 方程 的 离散 化 方程 , 在 逐 屋 进行 数值 求解 时 , 它 对 以 任何 方式 引 
入 的 小 扰动 干扰 (误差 有 捉 制 能 力 , 能 使 干扰 不 产生 实质 性 增长 ,以 至 济 没 真 解 , 则 称 此 条 件 
下 的 离散 化 方程 是 稳定 的 ,否则 就 是 不 稳定 的 。 
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差分 方程 的 稳定 性 定 浆 还 有 其 它 表 述 方 法 。 以 后 在 处 理 问 题 时 ,为 了 方便 起 匈 , 还 可 能 引 
| 用 不 同 的 定义。 
稳定 性 是 离散 化 方程 的 重要 特性 ,应 该 说 明 稳定 性 不 限于 初 值 问题 ,还 有 边 值 问题 的 稳定 
性 , 非 线性 计算 稳定 性 等 。 在 这 里 ,主要 讨论 初 值 问题 的 稳定 性 ， 
由 (2-2-4) 式 ,差分 格式 1 的 初 值 问题 可 以 写 为 
uto Hu" f 


i n = 0,1,-,.M—1 (2-3-5) 
u = Ẹ 
u° = [ufu ea] 
HPH 为 N 一 1 阶 方 阵 ,; 设 初始 误差 为 ;而 以 后 的 计算 是 精确 的 。 
差分 方程 的 近似 解 为 
34" Lyrn™l 一 1 
- d A (2-3-6) 
H = p H E 
ix: e= Bei 2) EA 
€ = He! 
初始 误差 P= | eE eka] (2-3-5) 
则 g—Hg 
E= Hec He 
E= (He 


由 范 数 的 性 质 可 知 
[er x f Ee 
nf I. ARE n Afr (Bon LED ||" 不 大 于 ctr 与 hr 无 关 的 常数 ), 则 有 
|e iSe le |l 

这 样 , 误 差 丰 对 己 后 各 层 的 影响 是 有 限 的 。 若 上 瑟 上 之 1, 则 误差 逐 层 减 少 。 在 这 两 种 情况 下 ， 
都 说 差分 格式 是 稳定 的 所 以 还 可 以 一 般 地 定义 差分 格式 的 稳定 性 为 : 若 F 在 一 定 范 数 下 满 
足 不 等 式 

lef sel el (n > 1) (2-3-6) 


则 说 差分 格式 是 稳定 的 ,其 中 < Shr AREWA. 
2.3.3 ”格式 1 的 稳定 性 


由 (2-2-4) 式 有 
u^ | = Au 十 f" 


u 一 站 


"n = Osli M —] 


BETERI e, 

u = [E a) 
在 初始 值 上 有 误差 外。 下 满足 差分 方程 组 
n^! -- Au ES f 
H = op e 
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误差 = 一 wr 满足 下 列 方程 


[g^ — Ae 
PE 为 初始 值 
可 雇 得 到 
E = (AVE (2-3-7) 
Ti lA | xl 
则 有 
Lei siel 


按照 稳定 性 的 定义 ,此 时 差分 格式 是 稳定 的 。 下 面 考 察 轧 样 才 能 使 4 的 范 数 小 于 1. 
注意 到 距 阵 4 R—4- XOU FRIBPES ER Lo 范 数 , 则 有 


| AJl a = dA 
Am EERE 4 的 绝对 秆 最 大 的 特征 值 。 这 样 ,格式 1 稳定 的 充分 条 件 是 
EE f= 1,2,7,N — 1 (2-1-8) 


用 反 证 法 可 以 证 明 这 一 条 件 也 是 必要 的 。 
假定 格式 I 是 稳定 的 ,而 | | 之 1, 可 分 两 种 情况 来 讨论 : 
L AE AIE 4 的 与 ja 对 应 的 特征 向 蔓 , 即 有 
AP = AE 
ERAK 
AAE = Aha = Am AE = Ad se 
这 样 ,可 以 得 到 
(A)? = (AE 
所 以 
E = (AYE = A (2-3-9) 
f RE 
hme" —- c 
但 这 显然 与 原 稳定 的 假设 不 相符 合 ; 所 以 | | 不 小 于 1。 
2. Tj 6€ 不 是 ‰sx 的 特征 向 量 。 由 矩阵 理论 知道 ,对 于 实 对 称 矩 阵 来 说 , 与 其 相 蜡 特征 什 相 
对 应 的 特征 向 量 必定 正 交 , 且 特 征 向 量 互相 线性 无 关 ( 或 称 为 线性 独立 ) 。 
T Ai rA AN À HARR RHEE: 5S AAR E E EE V Vo Vs A 共有 六 一 


1 个 特征 向 量 ， 
g 可 唯一 地 表示 为 A 的 N—1 个 线性 无 关 的 正光 特征 向 量 Vi Vie Vac BIERAEZH 
poly a Va u]auaVu (2-3-10) 

其 中 AV;— AV,. 前 面 已 经 说 过 ,这 些 特征 出 量 是 一 个 标准 正 交 系 , 即 有 

Wve M 

l i = } 
这 样 , 有 
g'— (AYP 


= LAYK, +H a,CAYV, + r9 + ay QCAY WV, 
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这 与 原 假设 不 符 , 所 以 
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= AM, bou, 二 十 oy AN Na (2-3-11) 
lime — co 
rt = 1 2 站 | 


[过 1 


EAA I 稳定 的 充 要 条 件 。 


下 面 确定 ” 的 范围 。 求 4 的 特征 值 丸 ;此 时 4 的 特征 名 项 式 为 


]—2r— À 


r 


Dy lA) = 


r Qe 0 
]—23r—À r Ü AL $ 
" D 
1—232r— À r 

Ü r ]-—2r—4À 


HE Dy 00 —0 的 根 就 是 特征 值 . HEKER 1-77 POE LC BORRBUM RIES N 的 阶 数 较 高 
Ho. BERR Du- COPIER RTEAHI T TRIS SERIA SOR. m 


将 D. DERIER A 


1 — 2r — A = 2p 


Dy lA = 20D, tA) == r Dua lA) 


这 是 一 个 递 推 公式 ,可 以 写成 


D, un 20D, , m r D, 


iH (2-3-12) 33m —3 ff, 


pa 


所 以 
D, 


m — 3.4.7, N (2-3-12) 


D, = 2D, 一 r* D, 


D=} 一 2r À= 2p 
D, = (20) —7* 


一 p =p a 


A A E EE (2-3- 120 S RT ARA D, CO BEEF m 的 二 阶 线性 差分 方程 。 对 于 线性 常 系数 
差分 方程 有 类 似 于 常 系数 常 微分 方程 的 解法 。 我 们 以 二 阶 为 例 进 行 说 明 。 设 有 


的 常 系数 差分 方程 。 
定义 一 个 差分 算 子 ， 


Ey, = yy 


zd 


aY t Èy Heyg = O 


(2-3-13) 


Ey, = ECEy) = ECy, 442 = yia 


Fh g 


| 中 国 国 防 科 技 网 http://www.8ltech.com 


则 
Ey, = gi, Ety,— t ye 
由 差分 的 定义 可 知 
ECf, + fet t+ Ef, +H ES + e H EF, 
E(cf) —cEf 
Ec) —0 
其 中 ec 为 常数 ,方程 (2-3-13) 可 以 写 为 
aE*y, bEy "cy, —0 
或 
lak + bE +H oy — 0 
7 
y dar g 
代 人 方程 有 
a p bp p epè = O 
所 以 有 
agg 十 二 一 0 
可 以 解 出 
| Ps T AERIS 
a 
这 梓 就 得 到 方程 的 两 个 特 解 
Ya = CA) (k 1,2... N) 
注意 到 ,如 果 y, 是 方程 44-3-13) 的 特 解 , 则 cy 也 是 方程 的 解 ,c 为 任意 常数 ,而 特 解 的 线性 组 
ES 


y — iyu T cai 
是 方程 (4-3-13) 芍 解 ,这 是 因为 
ECCO yn F ray 一 ECGiya? + Ee, yg) 
= cbyn F cy = 0 
由 于 C1 sÉ2 均 为 任意 常数 ,所 以 Ya 十 czyus 是 方程 (4-3-13) 的 通 解 。 
具体 到 {2-3-12) 式 可 以 解 得 


| po poe — r 
pg, — p — p rH 


(2-3-12) 式 的 通 解 为 
ID, = cy 0" H^ eC" 
FH Do=e Cu" te Cu. )* —] 
D, 一 ri 十 cap 一 20 
可 以 解 出 


Un 


ged-vg-—-r NE aa re a 
AEE 2 


Cl = 
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于 是 解 为 


D, = Le ETT po EIU] 


4 D, O2 —0, BD n] £8 E] FE GET. 
为 方便 计 , 作 变换 porcos, W 
A/p* — r^ — rto — 1 — irsing 


(2-3-122 RE H 
Diy "rem FE 十 irsin — (reos — íirsing)" | 
FH EAD p rj iR UT n 
Dy (CA) — Zirai 5. Ceos NO + isine — cos NB + isin NB) 
1 ,SINNG 
sing 
现 有 Dy LA SÀ 
则 sinN8—0 
即 有 N)0-— CN — kR, kR—1,2,"7,N—1 
g Nok 
由 p 一 村 (1 一 2r 一 人 一 rcos8 
有 
= | — 2r(11 十 cosp 一 1 一 dreoss T = ] — 4rcos? ri — AX 
pe k = 1,20, N- 1 

AMEER AMN TRIE. 

由 前 面 的 讨论 其 ,格式 I 稳定 的 充 要 条 件 是 

| s 1 (i = 1,2,4,N — 1) 

外 有 | 1—  4rsin* p |1] 

由 此 不 等 式 可 以 推出 7 应 满足 

0x.rx.0.5 (2-3-14) 

也 就 是 说 , 当 采 用 格式 工时 ,一 定 要 按照 (2-3-14) 式 的 条 件 来 选取 步 长 ,所 以 格式 ! 又 称 为 条 
件 稳 定格 式 !( 步 长 选择 受 约束 )。 

2.3.4 格式 工 的 稳定 性 

由 (2-2-5) 式 有 

Bw = yl -+ f 
u = o 


iu e-uvu 满足 的 方程 是 
一 96 一 
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Be = e! 


= 1], 2, e, M (2-3-15) 
初始 误差 上 
比较 和 矩阵 ANDERE B 
]— 2r r Q 0 xus g 
r 1 一 2r r 0 Q 
A- 0 
- : Q 
] — 2r r 
| ð 0 r ] — 2r 
142r  —r 0 E 0 
-| ce D 0 
n t 
m — 让 
1 十 27 — yr 
0 0 ew PPa 
nf hog 
B —2E-—A 
E 为 单位 矩阵 。 设 和 和 点 分 别 是 矩阵 4 和 号 的 特征 值 , 则 有 
H= mA 
Bp 
2N 


m =1+ irsin?| TN. pQ— l.2,,N — 1 (2-3-16) 
B C2-3-16) x nf DUBI HE us 相 异 旦 均 大 于 和 零 。 m B 的 行列 式 
detB 一 IP »2 
i—1 


KAE. 即 矩 阵 妃 是 非 奇 异 的 。 HAB AWER B TE, HIRERE B 的 特征 值 的 倒数 ， 
设 8-: 的 特征 值 为 图 , 风 


P= H 
u l Y ix (11 (2-3-17) 
-[ alin) 
Ti x 25 75 FR n] DA gy Ea A 
y — P 4 mu 
& taux 
格式 二 稳定 的 充 要 条 件 是 
551 


由 (2-3-17) 式 可 见 ,r 为 任何 正 值 时 , 均 有 
IN| x1 &—],.2,.N—1] 


ug gh. dign fA ETEKVE. BrULXUERME XX I AARE. 
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2.3.5 格式 下 的 稳定 性 


由 (2-2-6) 式 可 得 误差 方程 为 
[X + Byen = (E + Ae 


(2-3-18) 
IARE € 
AN. E+B 的 特征 值 是 1 十 上 相 异 有 量 大 于 零 。 故 其 行列 式 de(E+B)>0, BD E-4- B d ilt 
阵 存在 。 可 得 
et (E + BYE + A) 
= [CE + B) CE + AD Prie 
c Hte 
ITER E WRIA 7- BD 
2 — arsin?| Z7, 
I= 2 — arsin’ NT (2-3-19) 
2 十 Arsin?| A | 
m leza ON ad 
RA r> H A r 为 任何 值 时 ; 均 有 


因此 ,格式 荆 也 是 无 条 件 稳定 的 。 
2.3.6 格式 外 的 稳定 性 


由 两 层 形式 (2-3-9) 式 
m = HW + G" 


ul (2-3-9) 
i B E 
相应 误差 方程 为 
dd mi (2-3-20) 
el 一 Wp! — W! 
BT 8), 58 3; IN TRE I TE AE PE 
(LH XI 
MER H 的 特征 值 ,特征 方程 
c — AE E 
= 0 
E — AE 
Bl CAE — cA- 1) E—0 (2-3-21) 
由 {2-2-7) 式 给 定 的 系数 矩阵 c 和 格式 I 的 系数 矩阵 4 作 比 较 得 
c= 2C(À — E} 
由 44 的 特征 值 立 即 可 以 得 到 *e 的 特征 什 ” 
u 一 一 srsinz| d] i— 12N 一 1 
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HIT c 为 实 对 称 垂 阵 , 所 以 必 存 在 相似 变换 久 , 将 < ESSE PR EE ^ EDGE B ZO 2 v ii ELTE DI 
变换 后 ,矩阵 的 特征 值 不 变 。 对 (2-3-21} 式 中 的 c 作 相 似 变换 后 得 


ŻE — AE «. OQ sn 
0 
Vn] 
| 
A 一 如 一 】 
À Av. 1— 1 


- Ire di 8Asin| 2d -— 1 |= 0 
r=] 
则 
JN Srsinz| 75] —1-0 


EC EE" 
A; 一 一 4rsin?| 十 Aj 16r^sin'| S| sp (2-3-22) 
格式 稳定 的 充 要 条 件 为 特征 住 的 最 大 绝对 值 小 于 等 于 1。 人 得 现在 恒 育 


Um ANNETTE 
| 一 4rsin| F = Aj 16r^sin'| N) + 1| m1 
所 以 ,格式 是 无 条 件 不 稳定 的 , 称 为 完全 不 稳定 格式 。 


9 2.4 ”差分 格式 的 收敛 性 


前 面 一 节 中 简单 介绍 了 差分 方程 的 稳定 性 概念 ,并 对 一 些 差分 格式 进行 了 讨论 ,注意 到 差 
分 方程 的 稳定 性 是 一 个 时 间 进 行 性 的 概念 ,与 此 相关 的 ,也 同样 体现 格式 内 在 性 质 的 一 个 概念 
ERRENA., 和 稳定 性 不 同 的 是 , 它 是 一 个 空间 概念 。 也 就 是 说 ,针对 一 个 微分 方程 , 它 的 差 
TR 当 划 分 的 网 格 无 限 加 密 时 ,在 解 域 的 任何 确定 地 点 上 , 它 都 收 伍 于 精确 解 Gt 
稳定 性 和 收 伍 性 的 定义 都 有 多 种 表达 方式 .解决 具体 问题 时 ,可 根据 所 处 理 的 对 象 来 进行 

当 比 长 & 0.r 0 时 ,在 一 定 范 数 条 件 下 , 若 差分 方程 的 解 好 趋 于 微分 方程 的 解 x(j,n)， 
则 称 此 差分 格式 是 收敛 的 。 


2.4.1 IREI Bret 


由 (2-1-8) 式 可 知 , 微 分 方程 的 解 应 满足 
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u( jn 1) (1—2r0)u Cn) rra la) Tira(j lin) T rOQc 3-57) 


u (O,n) — uy Cnr) (2-4-1) 
u (Nn) — ju, Cnt) 
H C2-1-120 XX; n] Jil , 其 分 方程 的 解 应 满足 
u 3 -—(1-—2n0u Trà -T 4) 
Ad (2-4-2) 
us = unn) 
HN = HCT) 
令 Pulj mwi PEURA ph 
e —O(rTAh), e= [ete sva | 
由 (2-4-1) , (2-4-2) 式 可 得 
一 人 一 他) 六 十 PDT Tg - e 
n—0,1,2,5",M—1; 7 一 1 2 一 1 
六 一 0 (2-4-3) 
o = Ù 
ek — 0 
写成 向 量 形式 为 
PA n—0,1,,M —1 (2-4-4) 
p o-—0 
或 p=Ap dre — ACAgT Hre 4 ren 
srl Ay e? 4- CA)7Hel  --- A- Ae77? 4-]771] (2-4-5) 
取 范 数 定 义 为 
lp a = max je | j=1,2, =, N — 1 


BER e 的 分 量 中 最 大 绝对 值 作为 à PEN BB 
| e" | .—max le; | 
mi e| = [Otr + A’) | 
m OTHO E PADRES — exeo RENE BARER IDE A ERR. 这 样 , 可 以 
HA e 的 分 量 均 相等 (n 为 任何 值 );。 于 是 由 (2-4-5) 式 有 
He lu I rL CAD Pe m CA 4 Aet or enl 
所 AO T+) 


上 式 中 的 不 等 式 古 利用 了 范 数 相 容 性 的 定义 
[Ael s [Al * lel HA" s AJ 


(2-4-6) 


而 得 到 的 。 

(1) BAI 21.24 aort ll] [[.A 1 oo [BH c0. A*70, BIER Oth 0, 3X RE. 
| g lu REST. WAEA. 

(2) 4$] Al = WA 
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(plaren Olr Rk = T Olr +k?) 
(3) BAJ a< 
rej Af +- Al ADET 

BrEA E EA TL WA 

le", x TOC + Rk?) 
HEAR 107 | 中 最 大 值 都 符合 上 面 不 等 式 , 当然 所 有 的 | 好 | 均 符 合 。 所 以 有 

le? | « TOE + Rk?) (2-4-7) 
BXT —8]89 5.7; 均 成 立 , 刚 

eyl = |u(;j,n)-—u|--0 


r— | 


RH HA LA Ls 时 ,格式 工 是 一 致 收 伍 约 。 
现在 我 们 来 求 14 1。 设 4 为 ?xza 阶 矩阵 ,定义 上 4 a A 


IAM. LAT. = mex( 271a, i = 1n] 
e 
而 4 对 于 格式 I E 
1 er r "LL t 
r ]—2r Fr Ü Q 
A = 0 IT T Q 
ss oem e r 
0 0 r ] er 
88 Eja, 有 两 种 , 即 
[I — Zr| + [rl 
和 Ir| -11—2r| 4- ir] 


EA .-—r 4 [1-—2fr| |e 


现 村 求 
[Af n 


m row 
2r + | — 2r| 1 


由 上 面 不 等 式 可 知 , 当 
Orc z 
A AIS AA ARAE Ee LIES RE DC, R CO r1 0 ECTO PIU e BANI ORC 
TANI Hocrl MARI 一 致 收 化 .注意 ,上 而 结论 中 ,2 尝 和 连续 的 条 件 不 能 省 
略 , 不然, 就 不 会 有 OC?) 和 Or) 项 。 
2.4.2 JAS I Akk 


微分 方程 的 解 和 差分 方程 的 解 之 间 的 误差 满足 的 方程 为 
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Bp" = f + re 
p 一 站 
Rope AoA e6—0GTAO. Bm £e uEBEABIEE S AEE 
p'"- np". rg e 
= B-(B^pn- zi rB el) J rele" 
= r[ (Bte + (Boe + e + (Bye! 4- Be] 


1 = 0,1, M 一 小 (2-4-8) 


取 
|| es || PSI let} = Olr + À?) 
| o07* ll, = EBTT e 4 nr (Be! A Be] | 
rE 有 Bi 二 二 BO MA» 
isi | B71 || xl 
则 
Fp; rn + DOE th) 

| p" | 4 sr * nO(Cr -+ R7) 

| p^, ST- O+ hk?) 
即 EE (2-4-9) 
显然 有 0 


这 和 格式 I 中 的 (2-4-7) 式 完全 一 样 , 当 7 为 何 值 时 ,有 上 8 DD us. 
前 面 已 经 得 到 ,有 ”的 特征 值 为 


gm ————À—— P—],2.,.N | 


] 十 4rsin? 


了 下 
ud 


8! 是 实 对 称 和 矩阵 , 可 以 通过 相似 变换 得 
1 
«wl d 
1 + drsin | za! 
l * 


.Ji 2 
] 十 ársin* | Ta 


Q 
E: PM 
] 十 4rsinz| X "| 
寺 面 答 阵 中 第 一 行 的 分 量 绝对 值 之 和 比 所 有 其 它 行 的 分 量 绝对 值 之 和 大 ，, 即 
H 


i5. | ea] 1 
i 十 àársin Iz 
可 见 无 论 > 为 何 值 时 均 有 
1 
1 i a 一 sab X m 
l + ársin E 
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这 样 就 证 得 , 若 第 一 边 值 问题 的 解 在 域 <z<1,0<ts<cT AH EAR SI 4 2L o 
为 任何 值 时 ,格式 I 一 致 收敛 。 

2.4.3 ANAKA 

由 《2-2-9) 式 知 


微分 方程 的 解 和 差分 方程 的 解 的 误差 方程 为 


4-1 一 H 十 te 
P P n = 1,2," , M — ] 


P=0 
e = Or 二 h*) 
间 前 面 讨论 的 相 类 似 
p HØ! + re! 
— [Hte op Hen de) 
所 以 
Leke Srs Hy + e Ha + DO + k) 
& EH Ix 
则 有 |o lu Srian OCR) 
S TOC Thi) 
5i 
— 4r 2" o 0 ] 0 0 
dr 一 4r Zr 0 NS 0 1 0 0 
$ » 0 
C E 一 4r Sr t 1 0 
H 一 » ME DO $ 2r 一 4r Ò Q0 1l 
| i é * us d 
Ü 
0 0 i Ü 0 
pH qam [265r] 4e] E1276] 33 
= |gr| 十 1 之 1 


8j 51, 34 7220 为 任何 值 时 , 均 有 1 五 -1, 这 样 ,就 得 到 格式 是 元 条 件 不 收敛 。 


Lad 


32.5. 其 它 差 分 格式 


前 面 介绍 了 一 维 热 传导 方程 的 一 些 荆 分 格式 ,并 且 对 这 些 格式 的 稳定 性 , 收 合 性 等 问题 做 
了 比较 详细 的 讨论 。 下 徊 再 介绍 一 些 一 维 执 传导 方程 的 其 它 差 才 格 式 。 


E — a, 


| 2.5.1 3S 
| WEGAH. — ET FE TAERA ARA 
| Lu LP ug 0c r«l10ct«T 
| uCr,0) = gx) zar (2-1-1) 
uO) — a C) Ò Zrt T 
| uCl1,2) = uj) Oxrx.T 
| Hou Gr D TEC D ABTA 
duCj,n) — uljen d 10 — uCj,n) rt 9'^u(j,n) 4 an 
| 9t r 2 36r 
| xi REG o ARROES 
3'u(j, 
| el T 2 ub xu 2 di h^ 3*u(j,n) 
| nim ERE Manic ad 十 vv 
| ， 1 
3 f. 1 |) 2f. 1 2 | i j——,n41 
| 而 Sul j=] =Žu|j=5 nt] - gen] i j 
Jd f.. 1 | uijt isn) — uljen) AG u 
| att a 
代 人 (2-1-1) 式 可 得 到 差分 方程 为 
at amt ap i 
截断 误差 为 R=0| T preke] 
4 rk 
可 得 
(1 + ru — rut] = (1 — rw ru (2-5-1) 
可 以 证 明 :该 格式 是 一 个 无 条 件 稳定 格式 。 但 是 其 截断 误差 却 
比 显 式 格式 差 ,因为 在 O| 于 十 r 十 如 | 中 ,zh 不 一 定 是 一 个 小 量 ， 
所 以 采用 该 格式 时 应 满 是 fT 一 OL)， 
这 个 格式 ,在 计算 ww 时 ,要 用 到 上 一 次 算出 的 urn «BE DURER tU 
Roig AX. MA 2-5-1. l 
2.5.2 -BARA ji ; j+ 


从 前 面 的 讨论 中 可 以 看 到 ,对 应 于 一 维 热 传导 问题 的 差分 格 图?-5-1 半 显 式 格 式 示 意图 
式 有 显 式 和 隐 式 之 分 。 它 们 各 有 优 缺 点 。 显 式 格 式 不 用 求解 方程 
奶 ,计算 方便 ,在 计算 机 上 计算 时 ,对 机 器 的 内 存 要 求 不 高 ,但 是 ,格式 的 稿 定 性 条 件 受 到 眼 制 。 
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隐 式 格式 是 无 条 件 稳 定 的 ,但 是 ,每 计算 一 步 都 需要 求解 一 个 方程 组 .这 就 使 得 人 们 想到 ,是 否 
可 以 交替 采用 这 两 类 格式 处 理 同 一 个 问题 。 隐 一 显 格式 就 是 在 这 种 想法 下 产生 的 。 
以 方程 (2-1-1) 为 例 。 奇 数 层 用 隐 式 格式 ,偶数 层 用 显 式 格式 ,有 


ur eu" To a E] 25-1 
格式 TI 和 (wp 
in4-2j 0,254] 
格式 1 HOH ds Cuttt!— zu pit] 
或 
(1-F 20 —rGgty + uf = ut" 
nd-2 2 十 1 294-1 204-1 (2-5-2) 
Hy — (1— ar)ut F rias a ut ) 
如 图 2-5-2 所 示 。 第 一 式 的 误差 方程 为 
Bg? — g^ 
第 二 式 的 误差 方程 为 
已 2 十 3 — Agtt! 
于 是 可 得 E 
gi? 一 AHB-g" 
A.B “的 特征 值 前 面 已 经 求 出 。4B ' 的 特征 值 的 最 大 绝对 值 为 dn + 1 
] — 4rsin*| sem; 
dubias |a i 1.2.7,N — ] 2n 


| A87! | ; = max T 

' |1- arsin? | XX : E^ 2 Jm 
Hi EXXRI > 为 任何 值 时 , 均 有 | AB 1:<1。 即 隐 一 显 格 moo 陷 一 旺 式 格式 示意 图 
陈 是 无 条 件 隐 定 的 。 而 工作 量 则 比 隐 式 格式 E 省 了 一 半 。 


2.5.3 显 一 隐 格 式 
和 隐 一 显 格式 不 同 的 是 , 它 是 在 奇数 屋 用 显 式 , 面 偶数 层 用 隐 式 格式 。 即 


Zm--1 en 
u H l 
i MB. A c E F z 
- sl ii — 2u" ui) 


= gir 一 qup + uin) 


umi — ym 1 
T ph: 
ut —(1—250uU-rroO, Tum) 
(1 H 27)47* — r(C 十 a) 一 gt 
如 图 2-5-3 所 示 。 两 式 相 加 得 
(1 F arde? 一 rG 十 wd) = (1 — 27) + rct, + ut) 


(2-5-3) 


这 是 一 个 步 长 为 27 的 六 点 格式 。 虽然 它 也 是 隐 式 的 ,但 其 
WERZA R-—O(Ac A), 比 格 式 1 精度 高 ,而 和 格式 1 相 比 ， 2zm+1 
少 解 了 一 半 方 程 组 ， 可 以 证 明 , 它 也 是 无 条 件 稳定 的 。 
2.5.4 BÉ XIV (Richardson 格式 ?的 改进 
ii j jH 


BI dd En T ETA S7; EN Richardson 格式 ( 即 图 2-5.9 8 WcRGURXH 
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略 式 NN) 并 证 明了 它 是 完全 椒 稳定 的 ， 
Dufort, Frankel 在 他 们 的 工作 中 ,对 Richardson 格式 进 
行 了 修正 ,使 之 变 为 无 条 件 稳 定 的 三 层 显 式 略 式 。 


Jii, A 2 
DELE = COR — 2u" + uta) i 
Dufort Hi Frankel $8 u? BUS Gr ^ua DVCFAEIBUR AN Uu - 
为 ( 见 图 2-5-4) j-1 j jH 
wt e OR — ut! — uY lp wr_1) (2-5-4) 图 2-5-4 三 层 显 式 格式 示意 图 


2t 
H AEB, H r> 为 任意 常数 时 ,格式 都 是 稳定 的 。 
现在 来 考察 该 格式 的 截断 误差 以 及 在 什么 样 条 件 下 差分 方程 逼近 于 微分 方程 。 


由 泰勒 展开 
ln) , h* u(rn) 
ác 21 ar 
A ulj , hé atul jn) 
d Art 4] ar! 


uCJ E ln} =u jn) £ A 


-F — 


l uv NETS t! 9?u(j n) 
{jn 1) —u(j.m) Em 21 3H — 
D gun), c a'u(j.n) 

T3! "PR Ti gri Te 
" olji) — 2'u(I o 
得 Lu = gt dr* 

2 utCi,nd-1)—8uC)j,n— 12 

DENN LANE cM SEE 


-Aluta Gnt D4uG-13—2Gan—1)] 


_ E o’uljn) : z 
ur E D (2-5-5) 


T 
i r= pa — ronst 


| a?g ri 
w R=- r£ OG Heti) 


— {KA 5) 
34 h—0,r—0 B 254 2r Pa VEDI e. n2 3285 7r ERI S RUP IRSE [EA HUI 29 0X 
A = r 
Hp a AE MP ra e ERNER DT CET A LARA A S EAR N. 
以 后 我 们 还 要 给 出 相 容 性 的 严格 定义 ， 
nj Jl, X4 r—r/Ah^ —const 时 ,该 格式 是 与 方程 (2-1-1) 相 和 容 的 。 
Æ s=r/h=const 时 ; 则 


2 : 4 
R= 一 六 和 十 OC er) 
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- 
一 一 gn) +O oc aor 


(2-5-5) 3 
de u 2u) 
at ar TS 
二 人 E 二 [ui iD — u.a 1) 
— ujn — 1) d- «Cj — 1,02 HOH rÈ) (2-5-6) 
HT 5. , d] 24 A— 0.70 Bf. 354-7; PE VET 7; 
dua "ET gu 
no Rls a 0 
这 十 一 个 抛物 型 方程 ,可 见 是 不 相 容 的 ,这 样 ,我 们 就 看 到 ,差分 方程 的 相 容 性 是 与 步 长 比 有 关 
B. 


2.5.5 有 间断 系数 的 抛物 型 方程 


在 爆 爱 学 中 要 研究 多 种 介质 的 热传导 问题 ,热点 起 爆 理 论 等 常会 遇 到 有 间断 系数 的 抛物 
型 方程 的 问题 。 下 面 以 一 维 问 题 为 例 来 研究 它 的 差分 格式 问题 。 
给 出 一 维 热传导 方程 为 


其 中 &—actcordt dz tee tha" te 
是 一 个 z 的 函数 。 且 4 在 z=# 处 间断 。 而 zx CARER. MA 2-55, 4 
E= x,-- Bh, f<] 
差分 格式 为 
nH 二 I o. 0 Qu 
一 " “4 = za, Ce m u,) mE Qs, 7 ua] (2-5-8) 
AP ai iE k 的 积分 中 值 


liu 
" EE 
Kl j- } 5 ji 


a, l =+" kdz 
i Fi 图 2-5-5 间断 点 位 置 


= 十 |" (a + er + dz? + eode 


h 
| | d 
-二 | hb arta) E 2G ah) +] 


Ta c EE a a 
下 面 来 求 差 分 格式 在 间断 点 处 的 截断 误差 。 
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今 
u= 0 u= ulf 0) 
Bi 二 
Ru =k u 
E E gd x TEXEISURJT 
i (1 一 AYR " 3 
urt = uud O -— Au 十 +H OQ) (2-5-9) 
ulr ptb = u — ühu' - Ohu" + OC?) (2-5-10) 
142 
«Gam us Q4: OR o CEP E og (2-5-11) 
l Doc 
ki b. | loe 6|Aw + O) 
= & + OCA) (Z-5-12) 
代入 a, - 1318 


8,1 — k d OX 
由 (2-5-9) 一 (2-5-10) 式 有 
u (zju lz t) Q0 — ha Hoku HI OO u" Oh) 


1—8 f g ! h? Hn H 
—A[ te ku -SEa w — fu _ H-OC&k*) 


aagi l 
=hku'| T 
由 (2-5-10) — (2-5-1) 38 


à 
LG = CEt) = hu! — 5-0. H 200v" OG?) 


| 2 
HE HETA— Du", — Fu" JOG) (2-5-13) 


au 


d 
将 区 | 地] TIN P 
= (ku) — Mk + OQ) 
= he 45490 (2-5-14) 
而 a,- M ux, t) — ua 0] 
m m ! TA | h" " $ 
-[i.- l-e]ar OCA ) jf Au E ad20w'. 二 OO ) | 
| 
Sk hu! E. QJ 26»—h| i6 wR LOO] (2-5-15) 
所 以 截断 误差 
R =$ tau D uG,0]—2, 4G D -a Ga 1) — Gu Y, 
l r (1—8) g l " t 
-la, [ud go goi] yegqELa- 0s 4 —688" 
+E toje cu O20 a" — Ga! -十 DG (2-5-18) 
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其 右 端 第 二 项 以 后 的 几 项 有 
[i0] vla 0k vo Guy o (64 T] Gu Y 5 Quy. 


= [e- l| (ku ) = OCL) 


T £958 — 
3 a, AL — 8Y'u" , — £y" |—0(D 
因为 
Aun — d uy 
的 截断 误差 为 Ol(r)。 但 上 式 右 端 第 一 项 中 有 1/4, 当 hh 一 0 时 ,Roo。 因 此 要 选择 4j;+ fl 
dul o E 一 了 一 用 
WR UR 2639 R—OCD--OCO ,这 是 在 间断 点 附近 的 情况 。 对 于 连续 区 ,R= 二 OChi 十 r?)。 这 里 
我 们 不 青 给 出 证 明 。 
类 似 的 ,对 于 形 如 
du 可 du 
c= [RY] qu f (2-5-10) 


的 抛物 型 方程 ,其 中 ec Raf PI xut 的 函数 。 它 的 差分 格式 的 截断 误差 同 (2-5-7) 式 。 


32.6 二 维 抛物 型 方程 的 差分 方法 


前 窗 几 忆 中 ,介绍 了 一 维 热 传导 方程 的 一 些 差 分 解法 ,并 对 其 中 某 些 格 式 进行 了 稳定 性 和 

收 合 性 分 析 。 介 是 在 爆炸 力学 流体 动力 学 , 传 热学 中 更 常 吉 到 的 是 二 维 的 抛物 型 方程 。 二 维 
热传导 方程 第 一 边 值 条 件 的 证 解 问题 的 提 法 为 

de = 2% : gu 

ar ay! 

u(x,y,0) = fíx,y) Ox rXzl0xyxl 

u CO, y.) = yt) 

Wl yt) = Pyt) 


Qc r«l10«v»«lLocrzT 


0x ys;LOsé«T (2-6-1) 


u(r,.O0,2) = BAT) 


Wt |] 1) = gs Cr, 


前 面 几 节 所 讨论 的 差分 格式 原则 上 可 用 于 多 维 情况 ;但 还 会 出 现 一 些 新 间 题 ,如 将 显 式 格 
式 工 用 于 (2-6-17 式 则 有 
Ap, = dw, + Pwr, 


Bil 
dcl -一 y" h -— me 
ui, uij F Zu; J 十 uj... j Hp i4. KATHA 7 十 ur TM (2-6-2) 


(Ax)! (Ay)? 
— 39 — 
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所 选取 的 网 格 为 
T, = PAY E= 0, l2, A 
y, 5 JÀy PLU TELLE 
É, = nM n = 0,],2, nM 
其 中 An Ax Ay aE £2: hx AA y 方 阅 的 步 长。 此 时 稳定 性 条 件 是 
v| ls duel 


hp RR at 一 点 ?一 下, WA 


A I1 
hi 7 4 2x32 
aE: IF n: 维 热 传导 方程 
w a'u J'u d'u 
的 差分 格式 i 的 稳定 性 条 件 为 
At l 
h* 7 2n 


因此 当 维 数 越 高 ,要 求 对 间 步 长 越 小 ,从 而 计算 工作 量 越 大 ， 
若 用 隐 式 格式 工 , 则 (2-6-1) 式 的 差分 格 翅 为 
Van So y Fou 


UL; p Uia tts y PU, Uu, 217 24,7 - ,1 B. 


LAP FRE n E EX AGDA S TRAR. BIBE— TP RT BIZI ES —1 1.37181) 0N 
—DXCG—DATORRUSISZX ECCO ES S LTERHBA «RITIRO OSDT RR ORMCOS —ou RR 
阵 的 线性 方程 组 ,用 “追赶 法 "可 以 直接 得 到 方程 组 的 解 , 而 无 需 采 用 人 选 代 ,所 以 在 计算 机 上 是 
相当 便利 的 。 而 五 对 角 和 矩阵 的 线性 方程 组 则 不 行 , 求 解 方程 组 时 一 般 要 用 选 代 的 方法 , 解 线性 
方程 组 也 可 以 采用 消 元 法 ,但 是 当 方 程 组 的 数目 很 大 时 消 元 法 引起 的 售 人 误差 很 难 挫 制 , 而 
对 一 个 计算 机 而 言 ; 字 长 总 是 预先 给 定 的 ,不 可 能 无 限制 增 大 ,所 以 应 当 从 经 济 的 观点 种 节省 
计算 机 内 存 的 角度 来 选择 差分 格式 。 

下 面 我 们 来 介绍 儿 种 交替 方向 的 隐 式 差分 格式 ,这 些 格式 部 是 基于 以 上 想法 的 基础 上 发 
Rm. 

2.6.1 P—R(Peaceman-Rachford? 75 ;& (1955) 


Vide — t Wb ESSE xe» 方 同 用 显 式 格式 ;第 二 步 则 在 3y 方 
向 用 隐 式 格式 ,z 方向 用 显 式 格式 ,这 样 使 得 每 一 步 所 解 的 方程 组 都 可 以 用 追赶 法 求解 。 两 步 


格式 如 下 
MET — tey L BE DO a E ey ES d unt DM t e-i 
M (Ar) (Ay)? Ce 
uea Oa a icc E 
at (g) (åy) 


可 以 证 明 , 该 格式 是 无 条 件 稳 定 的 ,具有 全 二 阶 精度 。 
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2.6.2 Douglas — Rachford 方法 (1956) 


ut? — uw, uwlb- Duy: + wu, 4L Hon — 2t t uta 
E (Ax)! (Ay)? 
(2-6-5) 
up — urit — uL; Zu, co, — WLpa c Dun ua 
At (Ar (Ay)? 


在 这 个 差分 格式 中 ,第 x 十 (1/2) 层 是 一 个 过 渡 层 ,通过 第 一 式 计算 过 渡 层 ,然后 利用 第 二 
式 计算 十 1 层 上 的 值 ,此 时 党 要 用 到 沿 > FAR n 层 上 的 值 。 

这 种 差分 格式 是 无 条 件 稳定 格式 ,上 其 有 全 二 阶 精度 ,而 且 可 以 推广 到 三 维 或 更 高 维 的 情 
形 , 而 P 一 R 方法 则 不 能 够 。 


32.7. 差分 格式 定性 分 析 的 预备 知识 


在 前 而 以 一 维和 二 维 热 传导 方程 为 例 , 介 绍 了 一 些 抛物 型 方程 的 差分 格式 ,并 对 这 些 格 式 
的 可 靠 性 一 例如 稳定 性 和 收敛 性 问题 做 了 一 些 分 析 . 对 于 下 而 第 三 章 所 要 讨论 的 双 曲 型 方程 ， 
还 有 耗 散 性 和 色散 性 的 问题 ， 在 做 这 些 分 析 夺 , 需 用 到 一 些 和 矩阵 理论 ,如 向 基 和 系 阵 的 范 数 等 
概念 .在 讨论 含有 间断 点 ( 双 曲 型 方程 中 常 出 现 此 种 情况 ?的 微分 方程 的 差分 格式 时 ,常常 怖 要 
在 泛 画 分 析 中 的 一 些 特定 空间 (例如 LL. 空间 ) 中 去 讨论 。 另 外 ,为 了 方便 起 见 又 引 人 了 一 些 算 
子 。 所 以 在 这 里 有 必要 把 这 些 预备 知识 介绍 一 下 。 


2.7.1 向 量 和 和 矩阵 的 苑 数 


设 a,5 是 尾音 的 实数 ,我 们 常用 |a | 及 la 一 5b1 来 衡量 a 的 大 小 及 a 与 8 相差 的 大 小 为 了 
衡量 一 个 向 量 的 大 小 及 它们 善 的 大 小 ,也 应 该 构 半 适当 的 概念 来 反映 它们 ,这 就 是 所 谓 的 向 量 
范 数 。 关 子 矩 阵 也 有 类 似 的 情况 ,这 就 产生 了 矩阵 范 数 的 概念 。 

一 、 向 量 范 数 

范 数 是 定义 在 线性 空间 上 的 一 个 非 负 实 值 阴 数 , 如 果 V 是 数 域 K 的 一 个 线性 空间 ,xEV 
是 任意 一 个 向 量 ,x 按 某 种 法 则 对 应 于 一 个 非 负 实数 x ,这 个 实数 满足 下 列 三 个 条 件 : 

(1) 24 xz50 时 , || x || 20,24 x —0 Bf || x [| =0; 

(2) XFTffXaceKWlexilelixl: 

(3) XT EXPHRIxI.I»IC€V.m 

lx+ yl s lxil e ivl 
IMAA [| x | 称 为 x 的 范 数 (或 模 ) 。 


最 常见 的 向 基 范 数 有 : 
Ixli—2,hu 
Ixl = X z)? 


| x || o = max |z, | 
T 


二 种 范 数 | zl 和 |1*s 可 以 统一 地 写成 如 下 形式 
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"m. X 
lels a] l« p «eo 
:= ] 


它 对 于 任意 大 于 1 的 实数 p 都 是 满足 范 数 定义 的 三 个 条 件 的 。 这 一 点 很 容易 证 明 。 

=Z., ERG E 

一 个 nXm 阶 的 矩阵 , 可 以 看 作 是 n Xm 维 向 量 , 因此 可 以 接 回 量 的 办 法 来 定义 短 阵 范 数 , [HR 
阵 和 年 阵 之 问 还 有 乘法 运算 , 因此 要 注意 到 两 者 的 差别 。 对 于 nn Xn MRE A. 定义 矩阵 范 数 如 下 ; 

在 nXn 方 阵 的 全 体 构 成 的 集合 M E EX -TEMAN Al WRAT A BE 
M, A 是 A 的 一 个 函数 ,如果 它 具 有 如 下 性 质 ， 

(10. 非 负 性 ， 4 天 0 时, LAT] >0,4=0 tf, |A || 一 0 

(2) 章 次 性 。 对 任 常 数 aEktk 为 一 数 域 ) ,有 

leal — lal ll AI 
(3) 三 角 不 等 式 成 立 
LA+EI stal TIBI 
(4) HE 
|AB| s 1418151 

则 称 | A 1 DIER A 的 范 数 (或 模 ) 。 

和 向 量 的 情况 一 样 ,矩阵 可 以 有 各 种 各 样 的 范 数 。 在 许多 情况 下 ,矩阵 的 范 数 常 和 向 量 的 
范 数 同时 使 用 ,而 矩阵 经 常 是 作为 两 个 线性 空间 的 线性 映射 出 现 的 .因此 要 考虑 一 些 抢 阵 范 数 
和 问 量 范 数 之 间 的 联系 ， 

定义 :对于 任意 的 nx MER A 和 nn 维 实 向 量 空间 Rn 中 的 任意 向 量 *, 取 的 向 量 范 数 | 
x | AEREA I 4 | 满足 不 等 式 

| Ax | sz AI x I| 

WU ER E xEiESIAR [EE 63353 p] C PULO EE ER :3EERICEE BIER DÀ f OA E Ee] il P9 A t 

现在 引进 矩阵 的 元 数 。 使 得 它 分 别 从 闹 于 前 述 三 种 向 量 范 数 。 记 xn BE 


A — (a,) 
O dixil 22 lai AAEREN 
| Alı = max > leal 
D dixil 2721) JURE E EEAO 
IAd1;— VA 


其 中 以 是 矩阵 4 4 的 绝对 值 最 大 的 特征 值 。 
G) [xl max Ix, | ,从 属于 这 种 向 量 范 数 的 矩阵 范 数 为 


| AI. max D (a) 
关于 它们 的 证 明 是 不 难 的 ,可 以 从 线性 代数 的 书籍 中 找到 ， 
2.7.2 谱 半 径 . 谱 范 数 和 了 范 数 


有 时 ,还 会 改 到 一 个 与 怎 阵 范 数 有 关 的 和 名词, 即 所 谓 的 谱 半 径 的 概念 
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XE X. BEBE A— a)) 的 特征 值 的 绝对 值 之 最 大 值 ; 岂 做 A 的 谱 半 径 。 用 ptA) 表 示 ， 
定理 ,对 于 向 量 荡 数 ‖ | ,(p 二 1,2,o0), 都 有 
ecA) x | AI, 
HERR: 
取 A 的 任 一 特征 值 4 以 及 与 4 BE BS ERO (GG EUER E Z BB 1 Z 1,1. 于 是 
Ai p= supi AZ] ,z | AZ], = laz li, 
= jal Z l= 1A 
因为 4 是 4 的 任 一 特征 值 , 故 上 式 得 证 。 

对 于 | “| :来 说 ,不 等 式 


| A [o = ecA) 
fE A 为 实 对 称 情况 下 取 等 号 。 此 时 朋 
| A || {= eCAT AD 
= pC A*) 
= [pCAD 


BUT Al =LA AD], BELT A I; LEICHE IA 1 并 称 为 谱 范 数 。 
我 们 以 后 还 会 用 到 一 种 范 数 叫 Forbenius WADER F 范 数 ), 用 |“ 目 * 表 示 ，, 例 如 


lA ils = (X ll)" 
这 个 范 数 很 容易 计算 , 它 满足 矩阵 范 数 的 前 4 条 规定 。 还 具有 性 质 
i Als > NAN: 
这 样 , 它 也 满足 与 向 量 范 数 上 。 上 | 相 容 的 规定 
AX ls LAE Ms 
2.7.3 L; #0 


者 肖 数 在 所 研究 的 区 域内 不 是 处 处 连续 的 ,而 是 有 有 限 处 的 间断 ;如 双 曲 型 方程 中 出 现 的 
冲击 该 间断 , 波 在 多 种 介质 中 的 传播 ,多 介质 热传导 问题 等 ,都 属于 这 类 人 情况。 这 时 候 , 需 要 在 
L 空间 中 进行 讨论 。 简单 地 说 , 二 空间 是 一 个 平方 可 积 的 消 数 空间 


| | u(x) |'dx « oc 
x (rpp n ta) A d Em. 
下 面 介 绍 一 些 L; 空间 的 概念 。 
一 、 内 积 ' 
Bu. I. m TT Gu 的 P H a a A, Hoer E L MAR 


CADES | u'vdr 
Ry 


S veden 
其 中 心 " e HR EHHA. E 
al 
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UR Ui 
p» Us 
u* = | Hista, tp] 
二 、 范 数 
RA u HARA 
ieil = (u,a)? 
若 采 用 内 积 的 如 下 形式 
HLY — H'VF 
出 有 


Eu AKAZ | u l| ?= dn? 
Eu Mj RICH DR] e 1] :二 实 部 平方 十 虚 部 平方 。 
dr ou HAERA. DU] ou | = EFA. 


Jal = { f, edz} 


1 
Z 


2.7.4 Fourier ër 


在 以 后 的 分 析 中 ,还 会 遇 到 Fourier 级 数 ,尤其 是 多 元 函数 的 Fouriet 级 数 分 析 问 题 ,为 方 
便 计 ,在 这 里 做 一 简单 的 介绍 。 

Buor HARR HP r 为 一 个 4 SET BE GG ro eno! OX Bu GO EL BT BUR 
一 个 兰 元 函数 ), 其 周期 为 (0 ,并且 在 二 EL] jm1.2.s2 上 满足 Dirichlet 条 
件 , 则 ex 可 以 展 成 Fourier 级 数 ， 

u(x) = Gl LOT S uen 


ke a 
AHE, k= (ki skotska’ t’ ka RR 的 离散 集合 ,而 
2T. 
ka = 7 


ur 


IEH os i; tts ttt HR O Ele zE 2o oo fH. 
kx — T = hn, 十 zz cbe dm, bo d Rar 
Fourier 系数 ORTE 
Bk) = ilala) | aed 
BI: p d—2. WE kA Z 


2 TU 
b, -— 六 


中 国 国 防 科 技 网 http:/ /www.81tech.com 


ARW 
= 


kz 


Era | l 
ur a) =77 », MI ulr ze nti dr dre ^iz, F5) 
12 pgg nere 


Kt 22 B ALB ACE EHE h k 的 函 孝 ,或 看 作 ww: 的 函数 ,上 式 可 以 写成 
ux) = 2 G Cw jte) 
展开 有 
u (2, 25) = 地 [G00,0) GO) + G0, — 1) 十 … 十 Go)eo) 


+ GO, — 95) + GGOSO0) GOD 40 6G, — D i + GS 09) 
4G, — œ) -- GC— 1,0 +G 1,1) +t GC— 1, — Doo ee 
十 GC— 1,99) 士 GC- 1, — 069) +  GGo,0) + GCoo, D 
+ e + G(oo,09) + GCoo, — oo) + GC— 95,0) 十 G( 一 09,1) 
+ GGC— co», — D c c + GC 05,99) + GC— eo, 一 co)] 
d ux f dE FL PR AC 0S8 E] Fourier 变换 。 E uxo E d 维 空间 Rs 域内 平方 可 积 , 则 


u(x) — mi] i (kyetdk 
Rad 


2.7.5 偏 微 分 方程 组 的 初 值 问 题 及 其 运 定性 


对 于 贪 微 分 方程 组 的 定 解 问题 的 提 法 ,可 以 分 为 初 值 问题 . 边 值 问题 和 初 边 植 问题 (也 称 
混合 问题 )。 初 . 边 值 条 件 称 为 定 解 条 件 ， 

一 般 说 来 ,一 个 物理 现象 如 果 是 确定 存在 的 话 : 那 么 正确 地 描述 该 物理 现象 的 定 解 问题 应 
该 是 存在 而 且 唯 一 的 。 

对 于 一 个 实际 的 物理 问题 来 说 ,其 定 解 条 件 中 的 函数 值 常常 是 由 实验 测定 或 者 由 经 验 给 
出 的 ;因此 必然 存在 误差 ,使 得 定 解 问题 的 解 也 有 误差 。 恕 果 定 解 条 件 的 误差 引起 定 解 问题 的 
解 的 误差 是 相当 的 ,允许 的 ;最 好 是 缩小 的 , 划 称 定 解 问题 是 稳定 的 ,或 者 说 解 连续 依赖 于 定 解 
条 件 . 这 样 的 定 解 问题 才 有 意义 。 如果 定 解 条 件 的 误差 在 解 中 航 放大 ,产生 不 可 允许 的 大 误 
差 , 使 得 解 失去 真实 性 , 那 示 该 定 解 问题 就 失去 意义 了 。 

如 果 一 个 定 解 问题 的 解 存在 .唯一 ,而 且 稳 定 , 则 说 定 解 问题 的 提 法 是 适 定 的 。 

下 面 以 微分 方程 的 初 值 问题 来 简单 介绍 一 下 方程 的 适 定 性 问题 。 

设 有 一 微分 方程 的 初 值 问题 


75 4 Pu=0 x € R,0«t«T (2-7-1) 

HERE |,e = VEX) xE R (2-7-2) 
其 中 X= t a’ ta 
U= Cti stigi up) 


分 别 为 4 HERR p ERT pm p Goto D Em 阶 微分 算 子 im 为 方程 阶 数 ;D 一 这 .车 p 与 :无 
关 , 则 有 
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P = Pix, D) 


Pu zr ? AG)D " De Dy H 
|»| m 
Pd 
= SA) Ra (2-7-3) 


|» | Em 


这 里 v EEE y= Gy Vas) rg 为 非 货 整数 (包括 零 ) 
y= >, 


£x] 


式 中 ,| | 并 非 是 绝对 值 号 。 4; 是 pxp 阶 方 阵 。 
车 p 一 21m 一 31,d 一 2; 则 


| (0,1.2? i= 1.2 
(2-7-]1) 式 可 以 号 成 
a | El g”! tt 
Mr 224. sun 1 


= Aoo 十 Aro 37 NES * An a 


PE eE 
+ Aza ad 十 As x + Aj. ar. ad 


d? g ? 在 1 
+ Aa xa T Aai 二 t Aos zale | 
Æ m=1,d=1, M] »= (0,1). KA m=1.ġ m PREAH. 
Pus P KL aas 


现在 仅 考 虑 齐 次 情况 ,因此 忽略 掉 不 售 偶 导数 的 4。 项 和 上 却 中 的 Awm 项 , 则 (2-7-1) 式 可 以 写 


成 
du eu 
3; À3,79 (2-7-4) 
X, 
Hi di) diz i, i£ 
Ha dsl dy ss n us 
g P = 
EF 4- + Ar — () 
H Uno d. Ut dg, 3i: 


iA BKHIEJ TENES E SR. BLA TARRE BICI S 0012-740 ROC ER RECTE 
H. d$ A 中 无 一 实 报 ; 则 (2-7-4) 是 椭圆 型 方程 组 ，。 
定义 一 个 解 算 子 EQ ,E(t) 作 用 于 初 值 vtx)，, 即 得 到 :时 刻 的 v(x 20. RII 
urd) = EGI) 
Hr, 0) = rir) (2-7-5) 
xx EHE [n1 BR ES X xe VE RI RERE: 
中) 唯一 性 ;对 于 vGO € L ERE Os T 存在 一 个 与 上 无 关 的 常数 上 ,使 得 
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ap | = | EGvGO || S A Ile | (2-7-6) 
一 臻 成立, 则 说 该 初 值 问题 的 解 是 唯一 的 ， 
2) 稳定 性 :稳定 性 的 含义 是 定 解 条 件 ( 此 时 为 初始 条 件 } 的 微小 变化 只 引起 解 在 整个 定义 
域 中 的 微小 变化 ， 设 初始 条 件 由 vi HERI v A vii | 很 小 ; 则 其 解 iw; 一 上 | 也 很 小 ;就 是 说 
H, — u, SEC) Y, — p) 
| s — m | = || E C ~ vd) | 
SEGI i O 一 有 


£z EGO SUB T ORERBISUE RO | EUTETE— - 58 £ XC BS B 6. H 
| EGO || s 
则 有 | u;—2 || S&& [| Gi») | 
此 时 , 称 该 初 值 问题 是 稳定 的 。 或 者 说 , 解 连续 依赖 于 初 恕 条件 。 
在 以 上 讨论 中 ,我 们 认为 定 解 问题 的 解 已 经 存在 了 。 
微分 方程 的 定 解 问题 的 适 定 性 不 是 本 书 讨论 的 对 象 ,所 以 今后 我 们 总 是 认为 定 解 问题 的 
本 身 是 适 定 的 ,而 只 讨论 这 些 问 题 的 离散 化 方程 一 差分 方程 的 适 定性 。 


2.7.6 用 算 子 冤 示 差分 方程 


首先 介绍 位 移 算 子 。 
TË PP pnei 
EENE LE 
Ar = lAr Ar Ara) 
T* EHF «GO RT ELS E 
T?u(x) = u(z, + ffir, x, + Hox, ux Pdry) (2-7-7) 
H1: #451 WMA 


Dn —— H 
T ul = oan 
"rml = 
T'u? = thha 
I nu = WY 


对 于 微分 方程 (2-7-1) 式 , 若 将 OUT 分 为 几 等 分 ,入 一 TM ,将 整个 空间 Rs 用 


L, = jx; h=0 El, t2 
i=], 2 d 
划分 为 网 格 , 则 差分 方程 为 
Bu" = Bur 
uw = y (2-7-8) 


AF ant! wR e SE XERISZS A EBOSBEL BoB 是 依赖 于 x、 Ar Ar 的 差分 算 子 ， 
B, — > Be 
Be N, 
B, = > BT? 
BEN, 
BiBi 均 为 pXp 阶 和 矩阵 ， 


B= (Bi Bn 2) 


Nas Ni 为 8 二 (0,0,0,…,0) 附 近 的 一 个 有 限 集 合 。 
如 果 当 4At 一 0 Bp Ax 也 以 一 定 方式 趋 于 零 , 即 
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(2-7-9) 


Ar, = g låt) 
ÅT, = g;(M) 
Ar, 一 gu M) 
则 .B61B1 WAT x I Ar. 
fi 2 一 维 热传导 方程 为 
u _ 2u 
Ji ar 
AP e 为 热传导 系数 。 
差分 方程 为 
Aut = S Bia + tu) 
Ay 
O AE 
"7 Ar 
土 式 可 以 写成 
- Tk acu = T 
= ue 十 (] — eru! 十 a 
用 算 子 表示 为 
BiT'utt 十 BT unt! mE Br un 
— Blue cT BHw 4 BUT as 
Bl 
(BIT! + BII. BUT oiu = (BT! + BIT" + BOST])u, 
a[ E A But -Ba, 
此 时 ， 


N, = (1,0,;— 1? ' N, = (1,0. — 1) 


若 B; 二 1, 则 为 显 式 格 式 。 若 Bor WEE. 
例 3; 一 维 波动 方程 ( 双 曲 型 方程) 


其 差分 格式 为 
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A s= Ar Ar 得 


t — pË 
u^ = uw + s| Ul — U 1 | 


— 86r cb su Tow — Vil 
Hoe ps macie 
二 Ó0 n0 中 十 1 84-1 
[ofr tb aR E oh 
—s Ü vj, Ó 1 vi; s Ü gu. 
-b ull. rtl o 1. 
D 1J itv LO of Lvl lo o e 
Ui Es pg, 
3 3 Lau P ET LXI 
(BHT' + BÈTH + ni] = È BET? + BIT? + Btr) 
L 1 j 
Ay 
u = lu, y 
B, = BIT? 十 BIT? + BIT’ 
B, = BT? + BW 十 BST 
Wy FX RULES 


Bu Br 
车 B 有 道 算 子 (B11',(2-7-8) 式 可 以 写成 
u= (B) Bo 
= CLZ AT, At u" 
TUR C2- 7-90 KE ORAS Aog CAD 
ug" = Cr, Anu" (2-7-10) 
我 们 以 后 假定 C EXESCORSEOELT. A hT C 是 由 位 移 算 子 组 成 ,不 依赖 子 1, 可 得 
ul = Cu? = Cr 
E = Cu! = Cy 


(2-7-11) 


u” = "y 


$ 3x Y 料 


l ERA RAR ÉF HAA AA AA, LRR o E EE E P MES 
学 出 版 社 ,1987。 

[2] 计算 数学 讲义 (四 )， 仿 微 方程 数值 解法 。 南 京 大 学 ,1979。 

[3] HAR 3E A dA. TEX VLA 2 7p. 国防 笠 技 大 学 出 版 社 ,1989。 
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| 
| 第 三 草 ” 双 曲 型 方程 的 差分 解法 


| 双 曲 型 微分 方程 是 流体 动力 学 ,固体 动力 学 和 爆炸 力学 中 最 常见 的 一 类 方程 。 例 如 一 维 、 

一 维和 三 维 理想 流体 的 不 定常 流动 , 超 音 速 下 的 无 粘 定 常 流 以 及 爆炸 力学 中 许多 流体 一 — 弹 
纪 性 流动 等 都 可 以 归结 为 用 双 曲 型 偏 微 分 方程 来 描述 的 问题 .和 抛物 型 方程 不 同 ,在 双 曲 型 方 

| 程 描述 的 物理 现象 中 ,状态 量 的 扰动 是 以 有 限 的 速度 在 一 定 方向 上 传播 的 ,而且 即 使 问题 的 初 
始 条 件 是 充分 光滑 的 ,在 解 中 也 可 能 出 现 各 种 间断 (例如 激 波 等 ), 这 就 使 得 双 数 型 方程 的 数值 

| 计算 有 特殊 的 难点 ,在 差分 格式 的 定性 分 析 上 也 是 相当 不 完善 的 ,本 章 着 重 介绍 一 些 计算 双 曲 

型 方程 的 差分 格式 ,对 格式 的 稳定 性 . 收 化 性 . 耗 散 性 ,色散 性 以 及 守恒 性 也 做 一 些 简单 的 讨 
i. 


| $ 3.1 差分 方程 的 相 容 性 ,收敛 性 和 稳定 性 


| 微分 方程 初 值 问题 (2-7-1) 式 的 差分 格式 以 (2-7-8) 式 表示 

| Ba = Buc (2-7-3) 
将 (2-7-1) 式 中 的 解 G0 ALEXB NRR RS 

BuauCx,.t Hr) — Bux.) 


| Ra (3-1-1) 


式 中 = ARPER A. 
3.1.1 相 容 性 (Consistency) 
E X INDE A BDE h= Ax BI OR SS CES 
h = gír) 
且 当 一 0 BI h tbfE EXESSSCEGROSUIT T E AMR R KEAT E 
IRI =0 (3-1-2) 
则 称 差 分 方程 (2-7-8) 与 微分 方程 (2-?-1) 是 相 容 的 。 
3.1.2 收复 性 (Convergence) 


8E XL C Gn nr wGORI EGOv GO HB 43r EE (GI 7-181 (-7-2 f 3E An CR (EAR 
D 24 e FE] RE EE [8] 2E SPESE vo rernto A m 是 最 接近 si ELEC LB 244 copt, 
n,T,—* 0, 若 有 | 
| Cr, cz) eG —E(vO] 0 v rix) € L (3-1-3) 

b— oo 

Jj in 25 5H C T DEAE 

注意 到 , 相 容 性 各 收 误 性 是 两 个 完全 不 同 的 概念 , 相 容 性 的 定义 中 根本 不 涉及 差分 方程 的 
解 ,而 收 敏 性 才 涉 及 到 差分 方程 的 解 和 微分 方程 的 解 ， 事 实 上 ,和 微分 方程 相 窜 的 善 分 方程 的 
解 可 能 不 收 钱 于 微分 方程 的 解 。 
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3.1.3 稳定 性 (Stability》 


定义 ;如 果 存 在 常数 >0, 使 得 对 所 有 满足 0 过 fr 过 m0<n 之 TV/r 的 ft Mn EEC" 
E CGU "|| sh (3-1-4) 
对 于 Y 0<r<zro0<n<T Ar 一 数 成 立 , 也 就 是 说 对 于 任意 的 初始 值 wz 有 
| a^ = | Cx nmr) l S lc | 
— 8 mar, IKE A RR CZ-7- SET ILE REIRLERCZ-7-10, (2-7-2) ERER. voc RGE TEE X. 
又 称 为 Lax-Richtmyer 稳定 ,简称 L 一 R TAXE. dy &ss1, 则 称 为 强 稳定 ， 


3.1.4 (ankth EE 


如 果 微 分 方程 的 初 值 问题 (2-7-1) 和 (2-7?-2) 是 适 定 的 ,着 分 方程 是 与 之 相 容 的 , 则 差分 方 
程 的 稳定 性 就 是 其 收 合 性 的 充分 必要 条 件 。 这 样 ,以 后 对 于 此 类 问题 只 要 研究 稳定 性 就 行 了 。 


3 3.2 第 系数 半分 方程 的 稳定 性 


常 系数 差分 方程 的 稳定 性 理论 较为 完整 ,常常 推广 应 用 到 所 线性 和 和 非 线 性 塘 程 中 去 ,本 节 
介绍 两 种 方法 ,第 一 种 是 Fourier 方法 ,又 称 Von Neumann-Richtmyer 方法 ,一 般 说 来 ,适用 
于 线性 常 系数 初 值 问 题 ,但 是 在 实际 应 用 中 ,较为 广泛 。 第 二 种 是 CFL 条件 , 它 仅 适用 于 双 曲 
型 方程 ,是 古老 但 应 用 十 分 广泛 的 一 种 方法 。 还 有 一 种 常用 方法 , 即 Hirt 启示 性 方法 ,也 称 泰 
萌 展 开 法 ,应 用 十 让 系数 和 非 线 性 情况 ,将 在 下 一 节 中 介绍 。 


3.2.1 Fourier 方法 


此 方法 是 Von Neumann 在 1950 年 提出 的 ,有 上 比较 系统 的 数学 理论 ， 


考察 偏 微 分 方程 组 初 值 问题 

25 RPuce0  x€Roo«cr«T (2-7-1) 
UK) lio =V)  x€HR; (2-7-2) 

JE B: XML , 则 人 (2-7-1) 式 可 写成 (2-7-3) 形 式 

Ju a" 

F 2,4. cs arg" (3-2-1) 

AH A E rx 阶 常 系数 方 阵 ,与 (3-2-1) 式 相 容 的 差分 方程 为 
Bwt 一 Bye (3-2-2) 


设 差分 算 子 B HERF B 存在 , 则 
一 (3-2-3) 
前 面 假定 4, 与 x, 无 关 , 故 C 亦 与 x\t ARABER hor RES ro th EAEN 
式 趋 于 等 , 则 C 仅 与 + 有关; 可 得 
ut! -—Cruen (3-2-4) 
下 面 用 Fourier 方法 讨论 常 系数 差分 方程 (3-2-2) 式 的 稳定 性 ， 
= Bj 
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—. 增长 矩阵 
由 (2-7-8) 式 
B, 一 2,BAnDT 
AEN) 
B, = X, BET’ 
BEN, 
(3-2-2) 式 成 为 
S BOT = >, BIT5e (3-2-5) 
AEN) BEN, 
初始 条 件 
u^ = y (3-2-6) 


为 了 应 用 Fourier 方法 ;还 必需 扩展 差分 方程 和 初始 条 件 的 定义 域 ,因为 它们 的 解 wr EIL v 
仅 在 网 格 点 土 有 意义 , 为 此 令 ( 在 一 维 情况 下 ) 

UL nT) = uu -" . 

a i -i]h«s«[i3l (3-2-7) 
这 样 ,un MF F x dEG— 1/204 0G 1/2) A 范围 内 的 任意 值 都 有 意义 ,又 7 是 变量 ,使 得 
HF ECL 4-000 [X [8 AES E XC. 将 (3-2-7) 代 入 (3-2-5) , BE 8.254 75 FR S EARE. 
上 述 扩展 也 适合 于 多 维 情况 ,为 了 方便 起 见 , 仍 用 原来 符号 # 和 », 所 不 同 的 是 * 的 定义 域 已 
经 展 宽 , 适 合 应 用 Fourier 变换 了。 

E wz) 是 周期 函数 ,并 旦 满足 Dirichlet 条 件 , 则 中 30 u^ np Fourier 级 数 
ur) = dm)» (et 


kc 


uw = Vue = da (pje 


kcu 
m, rH uCr i xta x) BJ S AU asta) -Mj 
T^w) = QN MES LO San) (Redon i 


be 
则 C3-2-5) 式 两 端 展开 为 
(slast 4) S BECO D jun (Ck)erMew 


ge N, Ec Et 


= (5,1, 74) 17 0S BEC) P an (oe Pet 


B€N, ke s^ 


S »iBG»w oen Jen 


Eois. (3-2-8) 


= D [DBEa eee 


KE SEN, 


等 式 两 迪 是 两 个 Fourier 级 数 ,它们 相等 则 必 有 它们 的 系数 相等 。 仿 
?, Bi(r)e*9 = H, 


Be MN 


k» Bi(r)e*^ = H, 


AEN, 


即 有 


则 可 得 
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Hunt) 一 Huik) kc x (3-2-9) 


TA H AMH. HAER. Gb H BEER HI , 则 有 
u+ (k) = HH iky 


= G(b,r)u (ky ein 
这 里 ,G= 五 7 五 。。 称 为 增长 矩阵 。 在 (2-7-1) 式 中 , 若 卫 = 一 1, 则 G 退化 为 一 个 数 , 称 为 增长 因 
ds 
因为 6G 与 1 无关, 则 有 
uk) 一 Gu? (k) kE L (3-2-11) 


如 果 u Cr? 9 3E FS] HR BRI. Du] AS RERA, Fourier 级 数 。 但 如 果 wtz) 在 a 维 空间 Ra 内 平方 可 
积 , 则 可 用 Fourier 积分 代 之 


RS (gr)? i (b)erdi 
e 


对 (3-2-5) 式 两 边 取 Fourier 变换 有 
S BEC 2a) -eintt aereis 
nd 


PEN, 


= > Bi(r) (m)? u” (kb )e P est p 
d 


BEN, 


积分 符号 和 求 和 号 可 以 互 换 次 序 
C2r) =A] D Bose" Geh Perndk 


dBEN, 


= Qx)^| 3 Bic (kye Petzdh 


djge N, 
两 边 系 数 相等 ,得 
DOBET) = » Bie" — k€ R, 


PEN, BEN, 
Tn (3-2-9) 348 Hc AI Fer on Dc 6 的 取 值 范围 不 同 , 形 式 是 一 样 的 。 前 者 RRAN 
穷 集 合 , 后 者 Rs 是 整个 4d 维 空间 。 现 选 非 周 期 活 数 来 进行 研究 ,其 结果 对 于 周期 孙 数 也 是 适 
用 的 。 这样 ,就 统一 以 区 来 表示 。 
Z, Von Neumann 必要 条 件 
EPA ur) € L 的 Fourier ZIP Jg uGO ,由 (3-2-4) 式 
yu" í— Cr)u" 


两 边 作 富 利 叶 变换 
ezm =r] u^ (b)e"de = (22)-45| Cr Goedi 
E Gt 
| [ut k} 一 Ĉiu" (k) ledi = 0 
EF 
得 
pet 下) = Com (k) 
xf 88C3-2-100 32 8] 48 C CO B Fourier 变换 就 是 Cr]。 根 据 Parseval 关系 式 有 
IEI = LC] 
rm. GR E 
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式 中 站 “下 家 示范 数 C 的 己 模 , 上 式 表 示 C 和 G 的 一 致 有 界 性 是 等 价 的 , 则 稳定 性 条 件 (3-1- 


4) 式 可 以 等 价 为 , 
| G^.) | A (3-2-12) 


vVRCEZ s OTe s azs T 
WKER GHATE RE MEE ptG) 较 易 求 得 . EPERE A. 中 的 最 大 绝对 值 称 藉 
” 谱 半径 , 设 G H pX p BERE N 
pG) = max |4 | i: = 1,2, Y 
Wu G 的 特征 向 量 , 则 有 


Gv, = Àv, 
Ill wl = Gul sz IGI I v d 
ALS IG | i = 1 2， 大 
i 
gio x IIG I| 
HE FHA ORY G 作为 稳定 性 的 判别 ,只 能 作为 必要 条 件 。 奉 存 在 常数 Ci>>0，, 使 得 
Le CC) F « C, 


TREL LU De re T E Oc nx 


者 Cold orm messe S. Wit CS1, 
e) x CI" O nu Tr 


et |t 


由 上 式 可 得 
poc) Cr 
因为 CI? AF RREKO <T AEAN, HIE 
z 二 0 处 等 于 1, 这 样 ,在 rf-y 图 中 总 可 以 找到 直线 
y=] +r 
f£ OUT AE y= 的 上 方 , 见 图 3-2-1。 
| BERE C MREGA åh tes A II 3S4 EC 7-100 S 
定 的 必要 条 件 是 它 的 增长 矩阵 C Cr OMRE A. 满足 不 等 式 
ALSI +O) , i-el.p (3-2-13) 
VkRCGÉE , OLIT , O«n-«Ty/c 
一 致 成 立 。 
这 个 条 件 称 为 差分 方程 稳定 的 Von Neumann 必要 条 件 ， 图 3.2.1 eym 
三 、Yon Neumann 计件 候 为 充分 条 件 。 
前 面 给 出 了 差分 格式 稳定 的 Von Neumann 必要 条 件 , 但 在 实用 上 更 重要 的 是 它 的 充分 
条 件 。 事 实 上 ,在 某 些 情况 下 ,Von Neumann 条 件 也 是 充分 的 。 
(DX p=1 时 ,这 时 增长 矩阵 G 退化 成 一 个 数 ,这 时 Von Neumann 必要 条 忻 也 是 稳定 的 
充分 条 件 ， 
证 :因为 当 IGI 筷 1 十 Cor 时 ,有 
G" & 1 + C,r)" x; eT 
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这 是 对 满足 OLET. O0 nrEIT 的 所 有 r 和 都 一 致 成 立 的 。 Wü 67 是 有 限 值 ,内 此 |C USA. 
以 此 得 证 。 
《2) 当 矩阵 G 是 正规 矩阵 时 Von Neumann 条 件 也 是 稳定 的 充分 条 件 ， 
因为 若 G 是 一 个 正规 矩阵 , 则 由 矩阵 理论 可 知 , 它 的 范 数 就 等 于 它 的 谱 半 径 , 于 是 问题 得 证 。 
(3) 由 于 
LGI = (GG ) 
f 以 如 果 有 
gl G* C) x. + Oir) 
对 所 有 满足 «cr T RES 的 r+ 和 上 都 一 致 成 立 , 则 Von Neumann 条 件 也 是 稳定 的 充分 条 件 ， 
(4) 如 果 增 长 第 阵 G 的 好 一 化 特征 向 量 ( 即 97 Bg BE Do — (qmm mum 
2 所 构成 的 第 阵 久 


v: i p? 
Q= 9: kyn cT ac 
Pp 9p ot ocn p 
ETE- RA a0. E18 
detQ| 20a 7-0 
1|] Von Neumann 必要 条 件 也 是 充分 条 件 ， 
ENEA RER AEMET. 
£9. Von Neumann $445 RMA 
例 1 义 流 方程 
ds 
3i 4-a ar = i) 
其 中 a 为 常数 
用 显 式 格式 构造 差分 方程 
Aus > Aa F Apei) m O 
展开 有 
0 (3-2-14) 


现在 来 研究 (3-2-14) 式 的 稳定 性 。 作 Fourier 变换 有 
ur CA) — ut QD | un GDeh — ut Re L 
T 2h 
T 


Bn e" 0)- [1-5 gH ehh) IE (b) —- Gu* Ck) 
这 相当 于 p=1 时 的 情况 。G 是 增长 因子 。 利 用 欧 拉 公式 可 得 
G1 5j, (Coskh + isin&h — coskh + isin&h) 
S ^ risinkA 


所 以 
— 558 — 
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? E 
IG] = E 十 sinzk | zm] 


B Uh AW NBIEIGICITOGO BITE, EEUU REAREA ERE BS 
例 2 仍 是 勾 流 方程 ,差分 格式 改 用 
A^ av as = Ò 


aT 
h 


Rp 
us 一 于 m 4;— Wi. r 
r 
fE Fourier 变换 
ut! (k) 一 u” (k) u (R) 一 u" (kje > 
t md k u 
所 以 有 
dd u OT. i rn 
z* d) [1-5 en) lu uo 
G = 1 — (ar/h3(1 — coskh + rsin&^) 
2 a 1/2 
所 以 ici - L[1- S acosta) +|] sinta] 


Oh 


Dat | Zr. 
emm 


| VI 
1-2 a cosi [17 9€] | 


] 


; ， 1,2 
i eE (1--coseh) +2] | (1—cos&Ah) | 
Ü 


44  (l—coskh)— 
Wi: 
@ 著 a<0,1 一 守之 0; 则 式 中 第 二 项 为 负 , 上 GT 之 1 十 On, 所 以 格式 是 不 稳定 的 。 


DE a770,5 «1 BM IG 1: Fr Von Neumann 稳定 的 必要 条 件 , 而 又 因为 C 是 一 个 增 
长 因子 ,所 以 条 件 又 是 充分 的 。 因 此 


是 该 差分 格式 稳定 的 充分 必要 条 件 。 
例 3 给 出 波动 方程 


取 差 分 格式 的 
Au. = Avi I 
AUi = Aw 


展开 为 
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và + —O wb — up? (3-2-15) 
7 
下 面 对 格式 的 稳定 性 来 进行 分 析 。 
(1 求 增 长 矩阵 G: 
作 Fourier 蛮 换 
ut) 一 aw) 《et 一 
T E À 
(o5 (d) —w (E))e^? u" (Eye — 1) 
I NE h 
整理 成 
u^ (R) = u^ CR) 十 iav (k) 
o (E) = o" (E) + iau”! (k) 
其 中 
T.. Rh 
a 一 z esin ? 
上 式 又 可 用 和 矩阵 的 形式 号 出 
k ET- E] 
ia — lJiv , | L0 —1Jlo " 
所 以 增长 矩阵 为 
Sb Ib als i-e 
ix -—] WE ig 1 — a 
很 容易 验证 
GG* — |. MI " mE "|= | ] T af E ia(1 T D 
ia BJ]JL—ie Æ ie(1 — B) a^ 4. 
c'G=|[ 1 PHP ME | 1 十 好 | 
—ie B ia f —ie(1 — 8 E+E 


x g—i1—-a.G' EG BIB. mE 


Ü 


GG^ ze G'G 
Bl G 不 是 一 个 正规 上 矩阵。 
(DRHE 
首先 求 特征 值 。 令 
dettG — AE? — 0 
即 
]—4 T O 
la ]—^4&—4A i 
展开 为 
(1 — A) (1 — ê — A += o 
可 以 解 出 


j 2 
4 一 上 一 部 士 序 W 全 一 4 


— 57 — 
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讨论 : 
DE a7» 4 WARF GS max [4171. 
Qa s s MH 


2 
=i- 5 tig viS 


cod 3 2 
a =|1 一 地 | 十 本 (4 e 
d 4 
a 


ETE <4 Bp ira Si RbEE GEO Z- 1:0 AER UR RPF. 
(3) 求 格式 稳定 的 充分 条 件 ， 
注意 到 ,在 这 里 #p 关 1,G 不 是 证 规矩 阵 , 所 以 我 们 只 好 考察 其 规 一 化 特征 疝 量 第 阵 , 来 研 
究 格 式 的 稳定 性 。 
求 特征 向 量 x ,由 
Gx = ÀX 


[7 Ei Ld 
Jeu 
总 ?1 Ex A Tip 


分 别 以 Al 和 A; 代入 ,本 得 (zl "nd FI Cra T M 
将 上 式 展开 有 


Bh 


[e — A) F Eur (3-2-16? 
Eu^u + (Esc A0 一 站 (3-2-17) 
现 已 知 


1 it J 
esl | 
iœ 1 — a5 


方程 (3-2-16)、(3-2-17) 式 是 齐 次 的 , 它 有 非 零 解 的 充 刘 条 件 是 其 系数 行列 式 为 堆 。 将 局 代入 ， 


可 见 是 满足 的 。 
TE A, ISALC3-2-160 3C 
Suy oz Eit - ig 
- 2 
-i £u tA -i-li-S$ tiS vin a] 
将 加 代入 (3-2-16) 式 有 
Fa E12 L de | 
Tag — gu +A -14 |1- AT] 
取 YU 一 
则 umi AT 
[xl — Groom 1 
u 1l n a A 
=+} {4 d) | ~ad 2 
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规 一 化 特征 何 量 为 


I ) | = 
JS Mu vea = 2 EVERY 
24/2 24/2 
取 X317] 
UG. 1 jj 
则 rn ht w4—9 
其 规 一 化 特征 人 向量 为 
l 
VE 
a ve 
2/2 — 24/2 
d dé. — TERRAE ID E RB E Q 为 
1 e 
" J Ji 
i ; ; l " 一 一 
Fl VA ea A/4— a) 
dei E 


M acd 时 

idetQi Za 7 0 
AP a 为 正 实数 ,此 时 Von Neumann 条 件 是 充分 条 件 ， 
即 有 


ELLIEE 
所 以 


ir/h| « 1i 
是 格式 (3-2-15) 式 稳定 的 充分 必要 和 条件。 


3.2.2 C—F—L 稳定 性 条 性 


1928 Æ Courant ,Friedrichs & Lewy 发 表 论 文 ,首先 提出 了 差分 方法 的 收 合 性 问题 ,并 给 
出 了 双 曲 型 方程 显 武 差分 格式 收敛 的 必要 条 侍 , 即 C 一 FE 一 L 条 件 , 有 时 又 简称 为 Courant 条 
件 。 这 个 条 件 可 以 简 述 为 :差分 方程 的 恢 赖 区 域 必须 包含 微分 方程 的 依赖 区 域 。 

注意 到 ,对 于 带 系 数 双 曲 型 方程 而 言 , 收 令 性 条 件 与 稳定 性 条 件 是 等 价 的 ,斯 以 这 时 的 
Courant 条 件 又 称 为 Courant 稳定 性 条 件 。 下 面 我 们 用 一 些 例题 来 具体 说 明 它 的 含意 。 

设 有 波动 方程 的 初 值 问题 
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d*u du 
aA) o. lejo . Octi<T 
ur 0) = gir) 
du 
dia. gx) 
用 显 式 差分 格式 建立 差分 方程 
atl — 2 "i ü—l. . " M " ;- 
ue IUE Login a i 
at 
$ g 
则 有 ut = sl hf 


J= O0, T hyri = 1,2,:*,M 一 lM 一 二 


u? = g jh) " j—0,d lee 
uj =u} HGA . je. cLloke- 


图 3-2-2 P af px i 


例如 要 求 P SHOE uis ILE 3-22, 从 2 一 0 的 初始 值 开 始 计算 ,每 算 一 层 , 两 边 各 少 一 点 ， 
因此 要 求 双 ;需要 w-,~w 范围 的 初 值 , 即 需要 (CD 部 分 的 初 值 . 而 PCD 称 为 差分 方程 的 确定 
HUE. CD 上 的 初 秆 称 为 P 点 解 的 依赖 区 域 。 而 微分 方程 在 点 的 依赖 区 域 由 其 发 出 的 两 


根 特征 线 
z — at = b 
r + at = b, 

所 夹 的 部 分 AB 决定 

根据 C—F—L 条 件 ,应 有 

CD zx AB 

Ep tg —tga 

Kou rui 

所 以 应 有 
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dE: 1 
这 就 是 常 系数 双 曲 型 方 程 的 显 式 着 分 格式 稳定 性 的 必要 条 件 ( 注 意 到 收 化 性 与 稳定 性 此 时 是 等 价 的 ) 。 
MASWA E 

du du 

gp e e 

ulr, 0) = gir) 
Abl. Z5 ROBBIE C 

si NE Vin M Ig 
T 


原 方程 的 特征 线 为 


Ga — af — const 


Ie 3.2-3.— 引流 方程 的 依赖 区 域 
RE 3-2-3(a)， 当 a>>0 时 ,由 (Cn 士 1) 点 发 出 的 特征 线 在 差分 方程 确定 的 三 角形 之 外 。 由 
C 一 F 一 L 条 件 知 ,这 是 不 稳定 的 当 a< 0 时 ,如 果 


T [si 
则 由 C 一 F 一 L 条 件 可 知 , 格 式 是 稳定 的 。 
EXC RUR 2S N 


出 图 3-2-3(0 RT UL, 24 a0 时 ,格式 是 不 稳定 的 。 fra. Hler/A|si de EE 
可 见 , 为 了 使 特征 线 落 在 差分 方程 的 确定 三 角形 内 ,要 注意 格式 和 特征 线 的 走向 要 一 致 。 


323 BH 
定义 ; MUR EE GE MEME 0 和 a0, AE Oen Oen T RE 4T 


| uti = Cr, rud 
的 解 具有 下 面 不 等 式 
He m kr | 
则 称 土 述 差 分 格式 是 弱 稳 定 的 。 
前 面 讲 的 1L 一 R 稳定 相当 于 4 二 0 时 的 情况 ， 对 于 荆 一 及 稳定 
lar <k io il 
-E gee 
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| Tm 
Bt ELA TER S88 E SET 

| 对 于 常 系数 差分 方程 ,如 果 增 长 逢 阵 GCr,) 是 一 致 有 界 的 (注意 ,不 是 GG" 一 致 有 界 ), 则 
Von Neumann 4&fFIE S8 fSoE BI TEE TE. 


| 例 ”对 于 微 方程 
ou 9 
3t ^ az (3-2-18) 
du mm 
| 3i ^ 0 (3-2-19) 
差分 方程 取 
| ul — ut vh 2v cv 
r B hê 
atl ——48 
| v, : vU, 2 
对 差分 方程 取 Fourier 变换 


| | utl (b) = u" Ck) 十 zzl eM — 2 p eww (k) 
UU (4 = o" ($) 
RER 


| nH (k) = u" (R) + FC 2 + 2eosbh yo" (k) 
vU (R) = ( 
增长 矩阵 为 
"m =a E nd 
0 1 


RIAH A, 4; 1. M eGOos1--OGO WWE Von Neumann ft. 


HR IGI H 
=i — b 
ce-| d 1 ln pr m 


式 中 b 1 — cos) 


特征 方程 
“ "a-aéri-p-P- 
^ &--i—a| H 
解 出 
ic b | 5 
=l tz Eilt) 一 二 
上 和 式 中 根 号 前 取 正 为 Amax 值 ; 所 以 
" i 
- P b "Im 
hGH = UO = Lr FOER 
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34 c/h* 为 常数 时 & 亦 为 常数 ,可 见 上 1 :不 满足 Yon Neumann 条 件 , 所 以 差分 格式 不 满足 
弱 稳 定 的 充分 条 件 ， 

应 该 指 山 , 若 对 方程 加 上 一 个 袜 扰 动 后 沁 一 R 稳定 的 格式 仍然 保持 稳定 ,而 红 稳 定格 式 
山 不 能 保持 稳定 。 例 如 ,对 上 述 方 程 (3-2-19) 式 可 上 一 向 扰 , 使 方程 成 为 


— 一 一 天 


差分 方程 变 为 


作 Fourier Æ M, A 


可 以 求 出 增长 矩阵 为 
1 -— b 
dm B T 1 | 
特征 值 为 
A= t v/Tb = 1 Vl coskk) 
ERS E Gi] 


eG) = 1 + L2 — coskh) J > 1 +O) 
可 见 , 不 满足 Von Neumann 稳定 性 条 件 ， 


83.3. 差分 方程 的 耗 散 性 与 色散 性 


对 于 与 微分 方程 相 容 的 差分 方程 ,前 面 讨 论 了 稳定 性 各 收敛 性 ,但 是 稳定 和 收 钱 的 差分 方 
程 的 解 和 微分 方程 的 解 仍 存在 差别 ,这 种 差别 在 准确 解 发 生 剧 变 处 更 为 明显 。 一 种 是 在 出 变 
各 种 间断 ) 处 解 被 光滑 化 ， 即 和 解 随 空间 的 变化 缓和 了 ,这 就 是 耗 散 性 。 实 际 上 如 果 没 有 耗 沿 
性 ,难以 保证 具有 间断 解 的 差分 方程 的 稳定 性 。 另 一 种 是 在 剧变 处 解 产生 “高 频 振 划 ”, 虽 然 不 
太 影 响 差 分 方程 的 稳定 性 , 却 使 得 解 的 精度 下 降 , 这 就 是 色散 性 ,对 于 双 曲 型 差分 方程 ,需要 一 
定 的 耗 散 性 ,应 当 尽 量 减少 色散 性 ;对 于 抛物 型 芝 分 方程 ,由 于 本 身上 共有 强 耗 散 性 ,使 得 其 色散 
TES HI TY ERICH s. 


3.3.1 泰勒 展开 法 


Hirt, Aneuko 和 Losna 在 1968 年 提出 了 一 个 适用 于 非 线性 或 变 系数 差分 方程 的 稳定 性 
的 启示 性 差别 方法 ,后 来 Warming 和 Hyett 提出 了 比较 完整 的 泰勒 展开 法 ,该 方法 是 将 与 微 
分 方程 相 容 的 差分 方 竹 作 泰勒 展开 , 消 元 得 到 等 价 的 修改 的 偏 微分 方程 MPDE (Modified 
Partial Differential Equation)" , 对 其 中 的 差分 余 项 进行 稳定 性 的 局 示 性 分 析 , 同 时 也 进行 耗 
散 性 各 色散 性 分 析 ， 

正面 举例 从 绍 如 何 用 旧 御 环 滑 元 法 得 到 MPDE, 

18 7 EE 

— 83 — 
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2 ta% = 0 a 0 
为 了 书写 方便 改写 成 :和 < ET =u, e C E E E 
H, 十 at, = Ü 
与 之 相 容 的 Lax 一 Wemdroft 差分 格式 
ut 一 u" 十 J cud. es L (ut, — Zu + u") — 0 (3-3-1) 
AP c 一 乞 
Xf [xe D PEST 


T T T | 
79 Wu Jj 3p 十 "Th T | 


uljen d 1)— um 一 r| 4 


| A ! 
5; UG + ler) — ulj — lon i— rl au, + rua ou cde pe 


IT P ou cob. — 2uCjoD d ulj — 1lo0 ]— 1 一 ——Hu, — 


— —€ utjsn) 的 偏 导 数 , 将 上 述 三 式 代 入 (3-3-1) 得 


T air ah a*rh? 
ck Ty Hea oap us — 41 cep (a) 


对 (a) 式 保留 nt 如 wastasts 等 。 在 消 元 过 程 中 ,为 了 保持 
方程 的 等 价 性 ,不 得 使 用 源 方程 ,只 能 使 用 (4) 式 ,最 后 得 到 的 方程 称 为 MPDE。 

为 了 消去 we 项 ,可 将 (a) 式 对 时 间 求 偏 导 数 ,再 乘 以 一 于, 将 得 到 的 式 子 和 (e) 式 相 加 , 即 
可 消去 ws 项 ,用 类 似 的 方法 消去 其 余 含 时 间 仿 导数 项 ,具体 消 元 过 程 见 表 3-3-1。 表 中 第 一 行 
是 篇 导数 项 ,第 二 行 及 以 下 各 行 是 各 公式 中 相应 偏 导 的 系数 , 表 3-3-1 中 计算 到 消去 带 时 间 信 
导数 的 四 阶 偏 导数 项 ,需要 时 可 以 继续 算 下 去 ,以 消去 更 高 阶 的 时 间 偏 导数 项 .将 表 3-3-1 中 ， 
个 方程 相 加 ,得 到 与 Lax 一 Wendroff 差分 格式 等 价 的 MPDE 


3k 3-3-1 $ MPDE 


tta 十 — 2 e d UH, — 


r*a^ a? 

12 37: 4^ 
pa 33 
17 årar 

rig? g? 
TETE Aa 


(a) 


fü qii 301975 
T ra ias 
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a?r 


u, 十 au, mc ur E (3-1-2) 
ExXmP3RSOR UII ERRAT RRIR COME EGACERIS 23 PB EE RT A7 38 4 RD RE e HE 9 SEA. 

对 于 一 险 仿 微分 方程 

ut, = Lu 

其 相 容 的 差分 方程 为 

Duc = Bg (2-7-8) 
5 (2-7-8) xS £r ig MPDE 

H, — Lu = 30 T dz RE y A (3-1-3) 


右 侧 差 分 余 项 中 第 一 项 是 偶数 阶 偏 导数 项 ， 称 为 耗 散 项 , 其 系数 va 称 为 耗 散 项 系数 ;第 二 项 是 


奇数 阶 偏 导数 项 ; 称 为 色散 项 ,其 系数 上 nr: 称 为 色散 项 系数 。 设 
u(x.t) m et (3-1-4) 


式 中 点 为 波 数 。 上 式 代 人 {3-1- 3) 式 得 
& = L(ik) + $c 1X5" + iS C Diak 


再 代 人 (3-1-4) 式 得 


uter) ze pLoDrhkae E t Da roi CODI, um (3-1-5) 
上 式 中 石 端 第 一 个 指数 因子 是 源 方 程 的 解 , 第 二 个 指数 因子 表示 耗 散 效 应 ,第 三 个 指数 因子 表 
TERM. 
RE X cf 
p= S (— Lyry < (3-1-6) 
则 称 差 分 方程 (42-7-8) 式 是 耗 散 的 ;在 v2>o, 则 是 逆 耗 散 的 。 
Tr 
u= M 1)? 4, , RI L0 Ca 


则 称 差 分 方程 (2-7-8) 式 是 正 色 散 的 ; E ioo, Jti 5 fh (o Ben. 

在 实际 分 析 中 ,通常 仪 考 虚 小 流 数 & BIB UO EARP, ERO SGH ATEN, E 
系数 不 为 零 的 偶 次 最 佐 阶 项 称 为 耗 散 主 项 , 奇 次 最 低 阶 项 称 为 色散 主 项 。 设 偶 次 最 低 阶 为 2L 
Br AP OCHO 2M -1 阶 , 则 上 述 定 关 可 改 为 


在 
(— D^» «o0 (3-1-8) 
Jj3:4-2; 2 (2-7T-80 AE 2L MERN. ACT 0 Dd f 2L 阶 道 耗 散 的 ， 
Ti 
(— Duo (3-1-9) 


则 差分 方程 (2-7-8) 式 是 MH 阶 正 色散 的 , 若 大 于 0, 则 是 2 十 1 阶 负 色散 的 。 
3.3.2 ” 美 分 方程 的 耗 散 性 和 色散 性 分 术 


对 于 差分 方程 来 说 ,稳定 性 的 必要 条 件 是 具有 耗 散 性 , 即 满足 (3-1-8) 式 。 另 外 , 耗 散 主 项 
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系数 的 绝对 值 juj| 应 足够 大 。 例 如 对 于 冲击 波 问 题 的 差分 方程 来 说 ,冲击 波 铺 强 ， xz 值 应 当 
和 钝 大 .再 者 ,如 果 色 散 主 项 系数 足够 大 , 则 差分 方程 的 解 在 间断 处 易 产 生 “ 高 频 振荡 ”, 使 得 解 的 
精度 下 降 ; 严 重 时 ,会 产生 自 激 振荡 使 得 计算 无 法 进行 下 去 ,因此 差分 方程 还 应 当 保 证 12 | 大 
于 | puri|。 对 于 具有 强 色 艇 项 的 差分 方程 是 不 可 取 的 。 为 了 尽量 减 小 色散 性 ,应 当 使 {omnil 
小 。 一 种 方法 是 交 蔡 运用 互 反 的 色散 性 差分 格式 ,使 得 在 计算 中 互相 抵消 ! 另 一 种 方法 是 构造 
两 种 同 阶 。 互 反 的 色散 差分 格式 , 相 加 得 到 色 向 性 很 小 的 差分 格式 。 


$3.4. 义 流 方程 差分 格式 的 比较 


5335.77 1 
du du 
3i Ta 2 = Ü a 40 
的 差分 格式 很 多 ,从 稳定 性 、 耗 向 性 ,色散 性 和 精度 等 方面 的 性 质 可 以 比较 格式 的 优 劣 ,并 从 中 
得 到 启示 ,应 用 于 更 复杂 的 差分 方程 。 格 式 比较 抑 表 3-3-2, 表 中 第 一 个 格式 是 FTCS 格式 , 耗 
散 主 项 是 


TEE 

: 2 
式 中 

REM 


A32 S&H D Tes SEE 


其 分 格式 了 | aeai vn | ERR ss | 


| ? | BTCS | V aut d-aB pui oO 12 | E 稳 | w-aw ;: SE — LaA ein 
Aem aam | 1] exi uz ah o el ah eG DI 
Gutt adc oO | 22 | ci] : Us — y. e 0 — ah? (1 =e?) 


i | i 
iti Odi WE: | 
z i ghé] —c*3 | l 
5 Lax poc | ]4 | ex] gc exl A ab e 
i sess M dia l " " n " e N TNT 
wendroff Em Phu Å) | ix y m t a d 2 p i 


由 (3-1-8) 式 得 


(— 12», — Zake 


IR NE c 为 任何 值 ,上 式 均 大 于 零 . 差 分 格式 是 道 耗 获 格式 ,是 一 个 无 条 件 不 稳定 格式 。 第 
2 个 格式 则 相反 ,无 论 * 为 任何 值 , (3-t-8) 式 均 小 于 零 , 是 耗 散 格 式 , 是 一 个 无 条 件 稳 定格 式 。 
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格式 3 至 格式 6, 从 稳定 性 分 析 来 看 ,都 属于 条 件 稳定 格式 ,但 是 在 实际 计算 中 表明 并 不 是 令 
人 满意 的 ,格式 6 是 全 二 阶 精 度 格 式 , 当 c<1 时 是 耗 散 格式 ,但 是 其 耗 散 主 项 是 三 阶 小 量 和 四 
阶 偏 导数 ;色散 主 项 是 二 阶 小 量 和 三 阶 偏 导 数 , 大 于 耗 散 主 项 属于 强 色散 格式 。 在 计算 到 物理 
最 激烈 变化 处 ( 骏 昌 型 方程 式 经 常 出 再 ), 易 产生 振 汞 ,因此 格式 5 是 难以 实际 应 用 的 。 至 于 格 
式 4, 二 阶 和 四 阶 偏 导 数 项 为 零 , 格 式 呈 极 强 的 色散 性 ,计算 中 更 易 产 生 据 葛 , 因 此 不 能 实际 使 
FH. 格式 5 <1 时 是 耗 散 格 式 ,计算 是 稳定 的 ,但 是 要 注意 耗 散 主 式 与 4 和 < ARHAR 
大 或 较 小 时 , 耗 散 效应 过 强 , 会 使 解 中 参量 究 变 处 被 过 分 抹 平 ,影响 解 的 真实 性 。 

由 上 商 分 析 可 见 , 对 于 双 曲 型 差分 方程 来 说 , 常 全 有 各 种 间 斯 ,为 了 稳定 性 ,差分 格式 需要 
具有 耗 散 性 。 这 种 由 于 差分 余 项 产生 的 耗 散 称 为 格式 耗 散 或 格式 业 性 。 计 算 要 求 格式 耗 散 可 
调节 ,以 适应 不 同 程度 的 间 斯 ,还 要 求 不 能 把 宽 牙 抹 得 太平 单纯 应 用 格式 耗 散 难以 满足 上 述 
要 求 , 于 是 出 现 了 "人工 精 性 法 "(将 在 下 一 节 介 绍 ;。 进 一 步 发 展 的 方法 致力 于 提高 计算 精度 ， 
清晰 显示 间断 面 ,对 差分 格式 的 耗 散 性 和 色散 性 进行 控制 和 调整 ,构造 高 阶 炉 度 和 高 分 辩 率 格 
式 , 如 通 量 修 正 输 运 方法 FCT (Flux Corrected Transport) 8I E AF 25 38 0825; 33; TVD CTotal 
Variation Diminishing) ,将 在 第 六 童 中 介绍 。 


3.5 拟 线 性 双 曲 型 方程 


前 面 讨论 的 ,都 是 和 针对 常 系数 线性 方程 的 。 但 是 在 爆炸 力学 中 过 到 的 ,一 般 都 是 非 线 性 或 
所 线性 的 双 曲 型 方程 。 应 该 指出 ,对 于 非 禾 性 (和 拟 线 性 ) 方 程 的 差分 格式 的 理论 分 析 ( 人 包括 稳 
定性 和 收 使 性 等 ) ,直到 目前 尚 没有 完善 的 理论 .一般 者 是 采用 局 部 线性 化 方法 (又 伸 第 一 变 分 
方法 ) .冻结 系数 法 等 进行 研究 。 


3.5.1 方程 的 形式 
一 阶 偏 微分 方程 可 以 写成 
过 
Ju , a 
3: ^ - Uoc 0 (3-5-1) 
式 中 
H = ut y tto — UE 
F'?»- (FI? F2 eu FD YT 
Hi = u, Cr ppi Ow) 
Fi" == Fi (x) TFE i 1 Tat a Up ttt HS) 


Ri H xg PI eR x — Gn sg. erg). FH Xib, H BERT d 是 维 数 ,s 是 方程 的 个 数 ， 
E FP AE u RAR. Bp 


F” — FI Ctt ts TA 
则 (3-5-1) 式 可 以 写成 
du : w OR 
Fr 2,A mia 0 (3-5-2) 


AP 
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Fe a o Fe 

du, M à, 

im e (a 

HEO Ve FD) 2: Zi baa A 

[ur = hid Me ES OL M 2 == $ 
i H, nn vu) i i 

aF Fe gre 


BRA ABER. HO O-75-20X73 


du gatete trag 
nit A, £) ———————— 
EF 2s Urt) BD ee ar? 


不 向 ;上 式 是 关于 & 的 mr 阶 备 微分 方程 组 。 而 (3-5-2? 式 则 是 关于 函数 三 的 一 阶 偶 微分 方程 
H. 
例 1 is=2,d=2, i uuu Fi SFF =G, B G-5-22 AUS 
Ae | aFO aF% 
3f ^ dm dr, 


du x, au 
3:77 dn ^ dn 


] aF'" 
F = A AN = I — Fu, 十 FU 
于 是 方程 组 可 以 写成 
u, + Fu, + 下 oa + Flu,, 十 FS. = 
. 十 Giu, 十 Gi'v, 十 Ce ty, 4 Gv, zd 
用 矩阵 形式 表示 出 来 就 是 


alu Fi" pi 3 fu Ft Rp 3 [u 
aittv) LGP GO3g)nlve] LGP S GL 


最 后 可 以 写成 
T AFU, GU) 3 i CF GP) AE à 
di N Kuv) Arly] Xu.) Bro] 
例 2 s=1,d=3, H 3-5-2) 3 
ET 3 aF'^ " ET ar aF? aro u 
23: * 2l dr, dt dr, dr, às 一 
可 以 写成 
du : 
2 + divF = 
例 3 一 维 无 粘 理 想 流体 力学 方程 
du JF (u) 
9t ^ à 
Ar 
H — (gp, pu e) 


F(u) = | pu pu? + p,u(e + p))' 
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XI HCG-5-22 AAA, lib] d — 1.53. 

在 (3-5-2) 式 中 ,4" 为 ;xs MRA EER EPEEEOCR PIRE T AEA HA s 个 互 异 的 
实 特征 秆 , 则 (3-5-2) 式 为 六 格 的 双 曲 型 方程 。 

c 4" 是 常数 矩阵 , 则 得 到 一 个 常 系数 线性 双 典 型 的 方程 组 。 

c A"U-A"G.OIIECEXN BOO BI m. 

EpA"U-—AU Gu. Ud STEP IR PR. 


A AT Gurus DO , 则 为 非 线性 的 双 曲 型 方程 。 


3.5.2 古典 解 与 无 解 区 


由 被 分 方程 得 到 的 连续 ,可 被 解 , 常 称 为 吉 典 解 . 但 是 对 于 拟 线 性 方程 ,常常 会 导致 非 古 典 
解 ( 厂 头 解 ) 或 者 在 解 域 中 无 解 。 下 面 来 看 几 个 例 于 。 


一 维 方程 
w EPOD Lg (3-5-3) 
u(r.0) = vir) 
方程 第 2 项 可 以 写 为 | 
Afu)  3f(u)9« — 2 
Em Ac u^ 4m 
式 中 
3f (u) 
Mia NE 
于 是 方程 就 可 以 写成 
x Es a(u) Ž -—ü 
这 样 ; 沿 着 特征 线 
dr 
as au) 
有 di —o 
积分 得 l 
HÜr,.U) = const 
在 x- FA E — A tof) ; 如果 通过 该 点 有 一 条 且 仅 有 一 条 特征 线 通 过 ， H5 =Ü ACT Gn ,0) 
A WA 
HEr) = tir) 
印 解 是 唯一 的 ， 如 果 求 解 区 域 肉 任 一 点 设 让 或 者 有 多 于 一 条 特征 线 , 则 该 区 域内 无 古典 解 。 
BUR ^J LL 
ch eh 
EF pa 4 元 一 一 1 
初始 条 件 是 间 斯 的 
l (TD 
u(x,0) 
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特征 线 为 
dz 
积分 求 得 过 {zo,t0) 点 的 特征 线 方 程 为 
t = yy Halt — tQ) 
或 T—Gf—.rg— dfo 


该 特征 线 与 :=0 BAT Grat 00 co T E EL BU GE PER 


Xo | al z Ü 
uro yt) == 


exl Zy aij TỌ 
所 以 满足 初始 条 件 的 解 为 ‘ 见 图 3-5-1) 
8H r—at 0 
diu |- 1 x ato 


可 见 , 常 系数 双 曲 型 方程 ( 匀 流 方程 ; 当初 始 条 件 间断 
时 ,其 解 存在 ,其 解 也 是 间断 的 。 
下 面 再 看 拟 线 性 的 情况 。 给 出 一 维 方程 


Xyu = 0 CEE 
也 可 以 写成 
l | 
3; a zu]? | 
这 相当 于 FG) — xu o : 
初始 条 件 仍 为 图 3-5-1 初始 条 御 间 断 的 匀 流 方程 的 特征 线 
u(x,0) 一 | | pue (3-5-5) 
一 1 ， mu 

其 解 为 
ma Peu 
有 | 5o 


TERES e 为 常数 ,出 
r— x, = u(t t) 
Bp Xf—utcr—ul, 


得 解 为 


u(r.)o—- 


= la TT 一 Ui 一 十 :之 0 
从 图 3-5-2 可 见 ,出 现 了 没有 特征 线 通 过 的 Qs 区 , 即 无 
SEX. 
如 果 初 始 条 件 为 - 
l, rm 图 3-5-2 热线 性 女 曲 型 方程 的 特征 线 之 - 


uCr,0) = B (3-5-6) 
l, qd 
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解 为 
一 l], rdcT£izcoO 
u(r,t)-— " —— M : RN 
见 图 3-5-3, 在 O 区 内 每 一 点 有 两 条 特征 线 通过 ,不 
是 唯一 解 ,所 以 这 个 区 域 也 是 无 解 区 。 这 是 初始 条 件 存在 个 
强 间断 引起 的 ,而 对 于 有 些 双 曲 型 方程 ,即使 是 初始 条 件 SS 
很 光滑 ,也 会 在 解 中 产生 无 解 区 。 AUS ecd 
3.5.3 P 


上 面 出 现 的 无 解 区 说 明 ,原来 的 古典 解 已 不 能 应 用 ， 700 报 线 性 双 由 型 方程 的 特征 级 之 一 
但 是 从 物理 的 角度 上 讲 , 问 题 的 解 总 是 客观 存在 的 。 事 实 上 ,人 们 也 找 出 了 一 些 强 约束 条 件 下 
的 解 (例如 同 断 解 ), 这 就 是 下 面 讲 到 的 弱 解 或 者 广义 解 。 

定 饼 : 设 呈 为 (x;t) 平 面 上 的 一 个 区 域 ,2 被 有 限制 条 曲线 DG 1,2, ,了 0) 分 割 为 有 限 个 
FEES OG L2, u(x,t) 在 称 为 人 0 上 的 一 个 块 块 连续 可 微 的 本 数 , 系 措 w(z,t) 在 每 个 
FER O; 内 连续 可 微 ,而 仅 在 上 是 间断 的 ， 

在 块 块 连续 可 做 函数 类 中 ,我 们 给 出 方程 

"NECEM 
3t dr (3-5-3) 
uGr.Q0) = vir) 

的 弱 解 的 三 种 定义 ,它们 咎 此 等 价 。 

定义 工 ; 若 在 上 半 平 面 : 芝 0 上 的 任何 一 条 与 a(z,t) 的 间断 线 只 相交 有 限 个 点 的 闭 回路 
am 上 ,zc 满足 积分 关系 式 


| ude — f(u)dlt-20 {3-5-7) 
at» 


Wi zc D EP RIGG-5- RO HR. 

1E 38 7; TES ie S DC da Pp Rog. X, PE ERREA I 式 应 适用 于 连续 区 ,这 一 点 证 明 交 
T. 
WE D RRA ulr NERA BR D CD, 其 边界 为 9D' , 设 w 是 弱 解 ,出 (3-5-7) 式 得 
| udr — fdi=0 

因为 照 数 连 续 可 微 ,由 格林 公式 得 
— | EE x| dxdt = 0 (3-5-8) 
由 于 DD 是 DD 的 任意 一 个 子 区 域 ,所 以 有 


由 此 证 明了 弱 解 适合 源 方 程 (3-5-3)? 式 , 即 在 连续 区 是 适合 的 。 
再 证 , 若 ean ETAR MA 
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对 于 任意 的 子 区 域 D* CD 都 有 
ET Y 


ll. dí t ar 
由 于 函数 在 DD' 域 连续 可 微 ,由 格式 公式 得 
— | uda — fdt=0 


这 就 是 (3-5- 站 式 ,; 所 以 罚 解 条 件 [ 在 连续 区 成 立 。 
EAE: RREN MARN rD EAR KAA E 


在 间断 线 z= 二 ttt) 上 有 下 式 成 立 
dẹ _ f(ut)— flu ) 
di u*— u^ 
则 Cri 2E RRG- 5-30 RHR. ETT 
现 证 明定 义 I 和 定义 I 等 价 。 
设 在 z-t 空间 ,xz 的 间断 线 为 z= 一 ec) ,在 线 上 to 点 周 
EEH E RELH to 点 ,网 图 43-5-47。 


(3-5-9) 


r=) te T 
=t Hő e» 
r-—t(ü)-—t ny 
一 所 一 个 EJ 3-5-4  999tg X 90 1 Ss HEESTUEBH 


由 (3-5-7) 式 得 
f|. (ua) 4d- € E qo flutt) + 6€ DEL, 


Pam — c 0 一 全 
十 | udx + (^ 
i dé 


Etin m 5a 


£o T e 
十 | udr = 0 


uL) — E) g — fluc£Q) 一 e,1] de 


tu,- —e 
3 c0 B], 
ND E PLE = UC E^ un E 
fa g 
fecere oe- 
TE 


utu 5 — (fli) — flu) = 


dE — f(u*) — f) 
dt H'—u 
导 样 也 可 以 出 (3-5-9) 式 推导 出 (3-5-7) 式 ,这 样 就 证 明了 这 两 式 是 等 价 的 。 
ENE: HIERNA eG Dm I eor ORE YESEUT ORG BL (CE I0 上 的 某 一 
TARRE DARU 2D 5:—0 线 重 合 的 一 段 上 不 为 零 ( 见 图 3-5-5). SER ELE SE UT 
n T? — 
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MEER 图 3-5-6 HEX E30 I 35 fir ES ERA 
T vi uir) TX 
| ap ag a u 
Jal NET gu i] drd 二 | eG 0vGdz — ü 


¥Y FE 
则 Cr ,四 是 方程 (3-5-3) 式 的 弱 解 。 
现 证 明 这 样 定 义 的 眩 解 在 连续 区 就 是 古典 解 , 即 满 是 微分 方程 (3-5-3) 开 。 设 wtzx; 岂 在 也 
域内 连续 可 微 , 则 对 于 任意 的 子 域 EyCD WARAN eC DiuCc OE EG-5-100 3X 


INE T "ur P | drdi EX | gin o Gdz — 0 


(3-5-10) 


或 
«MISERE 


ET | "gir eda = (3-5-10a) 


上 式 第 一 项 由 格林 会 式 及 边界 仅 在 > 轴 上 不 为 零 ,是 等 于 初 秆 ,v(x) ,得 
一 | yudz — fdi) 一 一 NC 


上 式 中 3E, 为 Es 的 边界 ,在 x 轴 上 fd: AE. (3-5-10a) 式 中 第 三 项 的 积分 限 虽 然 是 从 一 so 到 
ce [BERE 丐 。 上 不 为 零 , 因 此 和 《3-5-10a) 式 中 第 一 项 消去 ,得 


| a m 2 |dzdr = o 


由 于 Ey 是 了 D 域内 的 任意 子 域 , 故 有 


于 是 证 明了 ug S, 

彰 证 在 间断 处 定义 了 和 定 久 工 等 价 , 见 图 (3-5-6)。 设 在 万 域内 以 了 一 EC) 图 中 改线 ) 表 
示 和 间断 ,为 简单 起 见 , 不 考 态 初始 条 伴 , 即 所 取 的 吨 域 与 zx 轴 相 交 , 刚 (3-5-10) 式 中 第 二 项 为 
2E, 


IMEEEEFITE | eÆ +s Zjazd = 0 
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函数 在 ,五 "域内 连续 可 徽 , 所 以 


| 网 


dgu) , 3(gf) 3f. 1 E 
+i E TEET ) Jdzdt = 0 


利用 格林 公式 
中 xdz 下 IN a - | dad 
改 为 线 积分 
f (gudr—gfdr) "—— 


JJ. OE — ofi —] a rud — für) —o 
Bi ye Dus be-90.DUEab 上 不 等 于 零 , 故 式 中 第 一 和 第 三 项 均等 于 零 。 DD 域内 沿 
ab 线 积 分 , 刚 Au DRAR ab 线 积 分 ,x Xu. m r—cDN 


dr _ dé 
d? — dt 
& EXE 
E I3 — a7) E (fit) - Fic) dt = 0 


由 于 ab A ARERR LAEE R EEA EA 
d$ — f(u*) — fiu 
di | u*-—u 
XXL REC3-5-90z4. HAET 3 UT ELA GE X 1 FREMI, 
"ERE UL ESSA OI fhEXCPOEJT D u ASI rM BRE MEARAN 


pe Top 
AE É AA FRHO- 5-22 3X 
3t n u A 一 —0 (3-5-4) 
E rzeo 
u(z.0) = (3-5-6) 
1 zc 
Rif EI ES 2548 39] 17 53 —1- 88 Ay 
=] 二 一 二 月 
utr,t) = | 
1 rdi 
£2. BARK. MPA A E 3-5-7) 
1 
l sa — aJt 
— à $0-—o0 €x«9 
ux.) m 
a rara Z (a — 1% 
=i ic — Dre 
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liassi 
a 一 3 时 ,W 山 , 岂 线 重合 ,加 ,加 线 重 合 ， 
a=] 有 时; 中, 名, 名 重合 。 


图 3-5-7 RBG-5-12) 88 了- 


3 — 3 [a] rz 
TT l~a 
Doy. 
e r-—ü 
r a—l 
GO v-7. 
若 间 断 线 上 (3-5-9) 式 成 立 , 则 解 为 弱 解 。 现 
ul 
fw 
对 于 间断 线 (由 有 
1 Z2, df 1—2a 
2 7 dt 2 
w<] ; u^-——a 
3d 
futy— flu ) 2 2 
u'—u |^ —a-—i 
Lla p d 
符合 (3-5-9) 式 。 
对 于 间断 线 必 有 
dé — 
一 人 , gq; 9 
Ho -—-——üü , =a 
EP 
fut — fla) 2 2 — o= {Ë 
ut — u i apa | 1 — dt 


fFeG-5-90zX. FE ARRORA (3-5- 90 3X WU BH u ER. 
a 可 以 取 1523 IRI RSLEETHBL, 6c 89 828 2623» i PEST L ERRA ERRA XE 
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PE, S8 C — E JEDE — 8. 
3.5.4 能 解 叭 一 的 条 件 


—. AH 
对 于 初 值 问题 
c. ence qi (3-5-3) 
uCr,0) = wü) 
HAMATI ur DHL eG ODE HORR u-v 在 上 函数 空间 的 范 数 , 则 
H = es — viz, dr = | ux, — vr td) Hz, 


inm uv BUE IA ERRARE DR HG —0, Fülfeli HO —0.2»0 的 条 件 。 现 作 这 


iE P: 
出 因为 初始 条 件 为 同一 个 , 弦 解 *,v ADEA W CO, dx 
H(0) —0 
儿 因 为 是 笔 对 值 积 分 , 恒 大 于 零 , 则 
| H) > 0 
电车 能 得 到 
dH 
ps x0 
则 必 有 HG)—0. FERE E «co 的 条 件 ， 
为 了 计算 ,首先 要 化 去 绝对 值 号 
— (u — v) HU 
in D | — (Cu — v) ucc ou 
引进 一 组 曲线 
了 一 y 
z = y.) 
pom Yalt) 
r = y, lt) 


使 xy 在 曲线 两 侧 变 号 ,得 下 式 
lu — v| — (= D^?(u — 1), Yal) Xr SL Ymp E) 
EEKE P E uva Mm RRG Lo Mm ARR 9H GO BLAN 


H = 3|" c pne — wdz 


mir 


dHG) w^, Qu d(, 
di - 2 1? ii (u — v)dr (3-5-11) 


"m (t) 


这 样 就 把 绝对 值 积分 化 为 非 弧 对 值 的 普通 积分 了 。 分 两 种 情况 讨论 : 
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ODE £= Ya DRE E uv 都 连续 ,由 于 定 尽 过 ye uo ESI uo iE y. GO 
H EHH. MÆ 3-5-8. $ 
表明 在 此 条 件 下 ， 弱 解 是 唯一 移 ， 不 在 本 讨论 范围 内 。 

(2) 在 x 一 yn(t) 线 上 # 间断 ,vw 连续 则 

Dun Tur. Mf 为 奇数 ， 风 图 3-5-9, 

Cus Coui, Woa AEA WME 3-5-10。 


图 3-5-8 Æa vet) oov AEE 图 3-5-3 YE T= Yei E e Biv EZ — 


EOP X nT BER I FA TE vs Cyn IXIBIP] sv 连续 ,zx [8] Br {B u-v ABE I E. üu TE x 
=r) rim. 见 图 3-5-11; 得 下 式 


图 3-5-11 SERRORTI MI 72 


[maa m d 十] d mai 
i. (u — vdr = ul. udr 十 一 A udr xl. vdr (3-5-12) 
由 (3-5-12) 式 右 边 第 一 项 
d zit) u z du dz — dy, 
à], de H 3,07 -+ ul git) t] dr uy ut) di 
af (au) _ dz d y, 
[Mete 
上 上 式 用 到 了 (3-5 式 关 系 ，(3-5-12) Mp 
d ET d y, "1 dy dy, 
NN (u — Ddrz-— . E Tu s us 十 paa j 3,04 十 uva m 
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ai dz "i dU 一 Qi d, 
m dto | gd T Yan ay T vm de 
| E aoh, (e 8f G0 Immi df(v) 
一 一 |. wc» dr f x dr 十 六 dz 
d 2.054 
exu — dj J m add (u. xu vt) d FA "Cuat Umt ra 


=— [fur) 一 flug) ]— LfGza)- fr] 


p [tez — fiw] ut — u; De — (ui - v Se 


dy, 
d 


十 CH us mn Vat : 


式 中 所 有 的 带 * 项 ， 由 《3-5-9) RAGAIR ERRA 


d (e " n NU 
à). (a — v)dzr= ECI — fée) — (uu vt) M = 


d 
— | cr ~ ftu) — uan — vam) ES | 


= Gå — Grma 
(3-5-13) 
Wit. 


(D (3-5-13) 式 中 不 包括 含 *， 可 见 在 yw 和 ym Pie u ERAAN RE u—v 
PRT KR 〈3-5-13)》 仍然 成 立 ; 


包 因 此 只 要 研究 yw 是 & 的 间断 线 的 情况 就 可 以 了 , 也 就 是 说 把 * 作为 块 块 连续 可 微 函 数 
类 研究 ; 


他] 上面 推导 (3-5-13) 式 时 ， 是 urvus fH. KIT «vus 可 以 得 到 同样 结果 。 
可 见 (3-5-13) 代表 了 和 名 种 可 能 情况 ， 将 其 代 人 “3-5-11) 式 得 
8H OD = E= DGE — Gan) 


因为 ”是 连续 的 ， 所 以 —v =v, 3-5-1 式 中 定义 的 C 和 ， 由 (3-5-9) 式 可 推导 得 
AB P ZR 


G-- fut) -fo — [fan — f] — Q5 182 — G0) 


Ht —u 


= fat) - fe» - Do fort) — fà) 
NEN [1e — fæ) f(ut)— i ana 


uT — v 下 二 -一 v7 
= (ut— u)l 


G= f(u*) — fi) — («* — v) 2 


= f(u*) — fic) 一 [foo) fa] (ut— o) £002 — 0 


中 国 国 防 科 技 网 http:/ /www.81 tech.com 


= [G^ -—Jfu] --4——2-1- fto ~ fi» 


u'—u 


eL ey —LfG) — f02] 


ti H 


—Lf(ut)— f) ] 


o- o [EDD 1) = tee) 
| = (v—u Kk 
参阅 图 3-5-12， 得 
(ut— v) | a m 为 奇数 
"| 之 0 zw 为 偶数 
(vu) | iN ”为 奇数 
Uu m0 mm 为 偶数 


图 3-5-12 在 + 二 yt) 上 = 间断 ，v 连续 之 四 


(3-5-11) 式 展 开 为 


dH GG) aT PT Ja 
dt TT 2,C 1? [G+ = (| 


= S` iiie = E. m (u* — Umrida (3-5-14) 
因为 
(— D"ív—u )z90 
(— 1)7"(u*— 9:0 
所 以 当 
Kra 
i, SO 
时 有 
dH (t) 
dt de 
由 天" 和 1。 定义 得 
HA) — f) fu —- fon) <o 
u^— uv u*— v 
fi) — für) |f» 一 fu^) «o 
u'— wu vV— H 
合并 得 


Lun So e UDO fe e dea M Sa (3-5-15) 
yt gk (20 H CO 三 0 的 条 件 , 也 是 保证 弱 解 唯一 的 充分 条 件 。(3-5-15) RRA AR PF. 
是 原 苏 联 学 者 O. A. Oneünuk 在 1959 年 提出 的 。 并 证 明了 对 于 一 上 维 报 线性 双 了 曲线 型 方程 (3-5- 
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O A. DA p. SEE Rb 7. 
二 、 炳 条 人 忻 的 直观 解释 
EH (3-5-9) 式 
d£ — f) 一 了 (CE _o 
dz u'—u 
表示 的 是 间断 传播 的 速度 . og uu 之 间 的 值 ,vE [min(u* u maxu, u) ], H v-u* 
时 
fiu*»)— ToU) m dj (nxt) 
da 


Ht y 


— f'(iu*)-— alu") 


[H] BB. 24 v—-u HT, 
JG ) — f?» S 47) 


a Es da = f uT) = alu) 
于 是 得 
a(Qu ) zm cU alut) (3-5-16) 

式 中 4 是 扰动 传播 的 速度 、 从 力学 意义 上 讲 , 是 音速 HEAT 
断 传播 的 速度 Z 对 波 前 是 超 音 速 的 ,对 波 后 是 亚 育 速 的 。 见 图 3-5- i 
13 WARR ERRERA GIBTS cd UE. GA DOSE. 35-13 SORTESSEDULURE 
BER CR TE 

Z, ET EE E 

M u vu 时 ,由 (3-5-15) 式 

fr) — feo) 100210 ue — vy 


— HH 


alu ) 


nal To 
FOSA qoc qa 
— pm 
LO) So uyde um uen QD) 


f£ -f XB ETE ab 2X. a 点 为 一 , b RON vu. vC Qu. ab £& TE — SR ERE ER. fÈ 
表 /G)—GGOfüf. WE 3-5-14， 对 于 f/G0GGOTEUL. o- 曲线 应 在 地 直线 上 方 ， 如 果 
的 二 阶 导数 f" 在 as 刁 区 间 不 变 号 ， 则 了 一 定 是 凸 攻 数 、 即 有 产 和 0， 或 
alu) = f’ 
ERMAR. 
当 w vw 时 


fv) x 
Sc 


在 v- dg D. fEaó 线 ; 风 图 3-5-15, ap 线 代 表 FG — GGO T PL HF FG GGOTER vf 
曲线 应 在 ab £& P2r RE "€ a6 KERES DU] £ —5xg il on B. "0, FE a GO 
fS X. 

再 作 如 下 推论 ， 

af" «0. a ROREM. wd (3-5 16) 式 有 


ut 


ud duc a rud e 
zs H 


ut 一 
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fi Gi» 


Ti Giv) 


fiu » 


Fin = ty 


图 3-5-14 篇 条 件 的 几何 解释 之 一 图 3-5-15 糖 条 件 的 几何 解释 之 二 


a(u ) c 5^ Lm aa(u*) 
Bp 
au) X: a(u ) 
因为 = REX. BEI 
utu 
BJ Aj Ae PEE 
uw a 
Ef" 0. W 
alut) sS a(u ) 
a EWRO WAR utu. MARE 
u xu 
LE 


acl.un) 
dt dr 


MOR Ea (3-5-6) 


faje Su 


f") =1>0 
REFE 
u' vu 
对 于 图 3-5-16 PHD. CORETEPOBORÉTE wi! 二 x-， 本 问题 的 唯一 解 是 
一 1 ， z>0 
lo. r0 


B a=, —EWHEAORUL AE. MARR. EDDA PEN 


l . z0 
TEE -5- 
4 —1, z«0 (3-5-5) 


utt) m | 
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ku] A Be Fe AVES 没有 间断 和 解 ， 因 为 不 存在 x < 达 wt+ 的 可 能 性 ， 3cER E59 AE —cÓR Hoo SEL 
H. EEE- BAe dii Fa ( 见 图 3-5-17)， 


Æ 3-5-16 公式 (3-5-4) 和 (3-5-6) 的 解 图 3-5-17 公式 (3-5-4) 和 (3-5-5) 的 解 


35.5 J7TEHBBUASRTE 


AX —RBUPUT ZI TPEIRLERTRE TR TEE [REEL IE SARER., YEXXZITE T EE EI, F 
面 对 Lax 的 工作 作 一 简单 介绍 ， 


一 瞧 一 阶 偏 微分 方程 组 
au Aflu) 
9: 5 Ar 7 
Au uc Gs He. ctt Y 
了 一 Cf. , p Tg nm 
方程 可 以 写成 
au 
3; A a TO 
d (fia Ta tt f. 
其 中 RE 
为 雅 可 比 害 隆 。 若 女 丰 :个 互 异 的 实 特 征 值 入 ， 宙 ，…， 加 ， 则 方程 组 为 严格 双 曲 型 方程 组 ， 
将 特征 值 按 其 大 小 次 序 排列 为 
Au) SZ A; Cu) SZ n XL AQuD Lor xL ACA) 
特征 线 方程 为 
MAG). DXk«s 
1957 Æ Lax 提出 ， 设 微分 方程 的 解 在 x 二 (1) 上 间断 
. d£ 
"S 


若 衣 上 值 ， 使 得 不 等 式 
Au) T9 97 T Àg ) 
Aca (a7 Z9 S7 T9 A Qu 
JL. WEAR r= FEER. h EEA 
So 


(3-5-17) 
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共有 :一 惰 一 1) 条 特征 线 在 间断 左边 ， 赶 上 激 波 。 
À GC) mt) Lo LL ALT) LE 
JE k HIER XEIBIBUOILS. EEREN. AAH. LES 
3-5-18. 
RERA s——1)+k=s+1 条 ， 即 "十 1 方程 ,由 (3-5-9) 


am) 


T 
Tati X4 f A90 7 3 
ge DOC AOI ,eics iun) 
' As EHE, Hotl ir. EDRIEDSGUN 
u* = (ut T ， M M 个 图 3-5-18 Lax SI-FECOE PLUME 
u = È] ud ) 5 个 
d ] 个 


共有 2s 十 1 个 ， 正 好 等 于 方程 数 ， 解 是 唯一 的 。 但 是 理论 上 并 未 能 证 明 这 就 是 精 条 件 。 
$i s—1. BIBUH — T Zr B. M 〈3-5-17) 成 为 
AGUT) 2» S£ 09 Alu") 
和 (3-5-16) 式 一 致 。 


对 于 理想 流体 方程 组 
d pu 
Ae eger = 0 (3-5-18) 
e 十 uP 
有 三 条 特征 线 
u-—cs«ucu-c 
< 为 音速 。 其 中 
À = u-—c 
A, = H 
À,— uau +e 


H Lax 的 定义 ， 有 三 种 可 能 情况 ， 间 断 是 沿 波 ， 
(DER—l. u^—c 05. utl——u'-—ct, WmipmBik: WO] 3-5-19， 
(QR—2, u 29 uw e, ctet mst, 
()à—3, u cc 297 mu^. utc. Aaa, E 3-5-20. 


d 
# eT 
«* Te 
Bj 3-5-19 向 左 激 波 3-5-20 MAWE 


情况 @@ 实 际 上 不 存在 。 若 G-5-D 式 允 许 有 等 号 ， 即 间断 可 以 沿 特征 线 传播 ， 刚 可 以 改 为 
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NH = F Hxc 
utp e D> 5 uut 
5j A Ek AE ir. 
由 (G-5-9) 我 及 (3-5-10) 式 中 第 一 式 〈 见 图 3-5-212. 4 Fa 
ge, D'ut pu 


p'—p 
prize 
io 

或 py D = p (D—u,) 

上 式 就 是 通常 的 质量 守恒 方程 。 由 G-5-189 式 中 第 二 式 得 
cr ig^ tY EPT- [e Cu +P] Hoc: 激 波 前 后 参量 
| p'u*—p'u- 

Pitom 
p Pi 
或 Pi = Dpu— puc 
=m (Dp, —p,D-- oo) 
= uu, Du, 
上 式 就 是 通常 的 动量 守恒 方程 。 


EH (3-5-18) 中 第 三 式 
P p u'e'Fut P'—p ue —u P 


pe-—pe 
D- pure, 十 ub 
el 一 ep 
ue té 
Mel 一 Pota 一 2, dias D 


wr 
Pie Poeo = C 一 pe, 十 -5 


E wP: 
1 T aD 
在 此 * 包 插 动能 和 内 能 
e 一 Su? +e, 
H wW. (3-5-9) zi Xo I RUE BU RÉ)— ATER. W (3-5-18) 本 身 代表 了 三 个 守恒 方程 ， 我 
们 将 形 如 
dà af 
3; 十 0 


的 方程 组 称 为 守恒 型 方程 组 。 称 下 式 


K us Sae Du =0 
为 非 守 忆 型 方程 组 ， 
在 求解 双 曲 型 方程 时 ， 为 了 使 解 是 唯一 的 ， 要 求解 内 的 同族 特征 线 不 能 相交 。 很 多 物理 
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和 力学 现象 的 问题 有 间断 解 ， 从 数学 上 讲 ， 就 是 产生 了 同族 特征 线 相 交 。 为 此 要求 把 解 〈 称 
为 古典 解 ) 的 概念 扩大 ， 使 之 能 包含 间断 解 ， 称 为 广义 解 ， 这 就 产生 了 弱 解 的 概念 。 但是， 弱 
解 不 是 唯一 的 ， 这 只 有 利用 具体 的 物理 或 力学 条 件 来 解决 。 例 如 对 于 Rankine-Hugoniot 288] 
断 ， 保 留 议 增加 的 解 ， 去 掉 精 减少 的 解 ， 这 就 是 箭 条 件 。 


考察 一 维 方程 
u af 
3: T x 0 (3-5-19) 
b 
w 3f 27w (3-5-20) 


AP. >00 是 一 个 小 参数 。(3-5-19) 式 的 稳定 的 差分 格式 常 带 有 耗 散 项 ， 实 际 上 就 成 为 (3- 
5-200 的 差分 方程 了 。 而 后 者 是 抛物 型 方程 ， 这 一 点 是 很 容易 证 明 的 。 

3 e—0 Bl. (3-5-19 式 是 (3-5-20) 式 的 极限 方程 。 后 者 的 解 ， 当 e>0 时 ， 满足 (3-5- 
19) ÈH (3-5-20) x, (3-5-200 式 有 唯一 的 连续 解 ， 可 见 粘 性 项 6 2 才 对 方程 《3-5-19) XX 
的 解 起 了 平滑 作用 。 也 就 是 说 ， 为 了 差分 方程 的 稳定 性 而 加 进 的 耗 散 项 ， 当 ->0 时 ， 就 是 
(3-5-19) 式 的 解 ; 当 8 很 小 时 ， 以 一 定 精 度 通 近 (-5-100. zi. 


3.5.6 一 维 方程 组 的 差分 格式 


一 维 方程 组 
ou af 
3; F z 7O (3-5-3) 
du du 
| 3 ^E -— (3-5-2) 
其 中 ， 第 一 式 是 守重 型 的 ， 第 二 式 是 非 守恒 型 的 。 下 面 介绍 一 些 关 于 它们 的 善 分 格式 。 
一 、 一 步 法 
《1} Lax ÆA; 
由 (3-5-3) zh. dd 
#1 — 1 y” u? _ ^ — j^ E. 
um yea cua) = xn c fila (3-5-21) 
其 中 
截断 误差 为 O Cr A?) 


(2) Lax-Wendroff $8 3X: 
对 于 (G-5-0 式 ， 由 泰勒 展开 
TLE FE. + 1) PS ujan) 十 TH, + N T Or) 


2! 
H, = = fa 
Ha 二 CA), Cum m» —— (AH Ja = CAP 5, 
gd 
可 得 un D mun) rac S CAP OG) 


uonrpD-—uQ) _ E 
WO 
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T T La di oam 


i3 


f Fa fa) 4d) 
(3-5-3) 式 的 差分 格式 为 
A 
eX e a Or? 十 k?) (3-5-22) 


这 就 是 Lax-Wendroff 格式 ， 是 全 二 阶 精 度 。 
(3) db, (Up-Wind) 格式 ; 
对 (3-5-18) 式 可 与 为 


U+ F,—0 
Xm 
U 一 (p,pu, pe) 
F = (pu, pu? + P, pue dt uP)! 
迎风 格式 为 
和 
RP 
P -一 (0Q,P,0)7 
—] u, 0 
Hn = 
1 u^ x. 0 
其 中 动量 方程 为 


uL oca mesi Gu — Guo, ]-— 5 ts — P) 


把 关上 到 出 来 不 做 迎风 处 理 ， 这 是 为 了 改善 格式 的 稳定 性 ， 
下 面 对 以 上 格式 的 稳定 性 做 一 些 分 析 。 
对 Lax 格式 (3-5-21) 式 ， 考 虑 其 耗 散 项 


É ri 
由 uj =u ru usd uut 
h? h? 
upa Sup Hur Tu Fo Ht 


2 hb? 
z-i =u} 一 has 十 二 ur 一 pet dig 


ME I Ide 
T H^, 十 Ha h” 
u, 一 2 — y HaT T ++ 
h? 
Jug SATZ aperti 
faf h* 
IL T— —— FFF 
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a+] O Watti 
| +f ns Z fef mE mr iur: 
Wi br Z o r F 2h 2 PT. a T 3! Ii 


耗 散 项 主要 看 xz* 项 。 前 面 已 经 得 到 
ua = (Af, = (Aur), = Alu, H CAD, 
而 
(A), = 2AA, = 2AAu, 
不 属于 we* 项 ， 故 得 ueh RREA 


h* T A 
u a AD 
AF E EFE. PERUUOCTOEBPERXLA AE. MEERA E-A” 为 正定 矩阵 ， 或 
slAl x1 
4 的 特征 值 对 于 “3-5-18)〉 式 来 说 是 
J J H 
谱 半 径 为 
|a T 6l 
因为 
eCAD s A| 
故 Lax 格式 稳定 的 必要 条 件 为 
Max s|u -- c| s 1 (Eat € £F (3-5-24) 


可 以 证 明 其 余 两 种 格式 的 稳定 必要 条 件 也 是 (3-5-24) 起。 
Lax 格式 和 迎风 格式 简单 而 有 效 , 能 顺利 通过 间断 面 , 缺点 是 光滑 效应 本 强 , 把 流 场 中 一 
些 细微 特征 给 抹 去 了 。 在 亚 音速 情况 ， 耗 散 项 稍 强 ， 但 在 强 间断 情况 ， 则 还 要 加 人 工 粘性 ， 
L--W 格式 则 由 于 色散 效应 ， 计 算 中 发 现 会 产生 比 以 上 两 法 更 强 的 寄生 振荡 ， 


二 , 二 步 一 被 正法 

(1)  Richtmyer 格式 (1963 £p); 
im nada) - TUS — fia) (3-5-25) 
We a us 


第 一 步 用 Lax 格式 预 估 ， 第 二 步 用 简单 的 FTCS 格式 校正 ， 整 个 格式 的 精度 为 口 r+ 
有 ) 。 

(2) Mac Cormack 方法 

这 里 的 Mac Cormack 方法 《简称 M f REMEBRES. SCER EX 0879 EL 6 P n 
应 称 为 酌 拉 - 预 佑 校正 法 。 


下 面 来 讨论 线 化 模型 的 一 维 偏 微分 方程 


à, u 
31/6347 C0 


以 差分 算 子 D 代替 微分 算 子 二 , 则 得 
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由 以 上 公式 可 以 构造 O CAC ORBE GER ETE RSS 
Wd aj-—cDwrnle 


修正 o 一 zi uj d uj) cuia 
Mac Cormack 的 主要 思想 是 在 预 估 - 校 正中 采用 互 反差 分 算 子 ， 如 


uD == cA ta 


u r uii Hur} = 
这 样 司 ， 合 格式 具有 形式 上 的 二 阶 精度 ， 当然 ， 也 可 以 在 预 佑 积 柜 正 步 又 中 采用 中 心 差 分 来 
达到 二 阶 精度 的 目的 , 但 这 样 懒 就 失去 了 格式 的 耗 散 优势 。 实 际 上 ， 对 于 c 王 常数 来 讲 ，Mac 
Cormack 方法 的 合格 式 即 为 Lax-Wendrotf 格式 ， 并 无 特别 的 优越 处 。 但 是 在 c 关 常 数 ( 非 线 
ERMER O. WM 格式 的 优点 可 以 很 好 的 表现 出 来 .因为 可 以 根据 ec 的 正 负 来 决定 第 
一 步 预 居中 采用 迎风 格式 ， 这 是 具有 耗 散 优 势 的 格式 ， 而 在 第 二 步 中 来 用 逆风 格式 ， 耗 散 性 
减弱 ， 仅 起 修正 作用 。 关 于 这 两 种 格式 的 耗 散 性 质 ， 前 面 已 经 介绍 过 了 了。 
对 于 一 维 守恒 型 方程 组 


du 


af 
3:3: Te-—0 


其 中 
Hc. Uu. tru) 
P p TE DEN 


9 =la, 4. re) 
根据 以 上 对 模型 方程 的 研究 ， 格 起 应 号 为 


uw OQA VAI] 


ur i-i BIEN y l-i4(ü-5 Af PP S AV "3E 


同样 ， 对 于 多 维 问题 


s EF. GD-- g- 3 Fia LF HE =O 


M 格式 可 以 推广 
"rm 2; z; LA V uF + QA) V F1] 


3 
wi (t ba -i 2 5; L7 AMA,FP EA V EP] 
t=] 


APA Fo ve F 均 为 同 量 , RHR. ARRA AREE R Pi ARRETE. 
MER- P ARARE MEAR RERE MERAL E AD. 
应 指出 的 是 , 在 和 爆炸 力学 中 的 召 变 波 计 算 中 , M 格式 的 格式 粘性 太 弱 了 ,应 如 人 工 粘性 。 


以 上 介绍 的 两 方法 都 是 二 步 法 。 二 落 法 的 优点 是 在 同样 精度 下 ， 比 一 步 法 更 省 机 时 ， 也 
B EON Ai. 


3.5.7 和 多维 方程 组 的 差分 格式 


二 维 理想 流体 力学 守恒 型 方程 组 为 
— 88 一 
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du, 3f 
其 中 u= Çp, Du. pu, pe) 
E (gv, pa. po! d- P, (pe-- P) v) 
f= Cu. pu! P, puv, (peH P) u)! 
取 M= pu, no 
状态 方程 为 
; P= 0 plo H yp 
| ge : | 2B | (3-5-27) 
非 宇 恒 弄 形式 
AH Al AH 
3, À 3; B ay 9 (3-5-28) 

其 中 

g eg o Q 

3—Y 1—Y» 
4 7 u? 十 uË (Y 一 3u (Y — Dv 1—Y 
uv = — y ( 
Yeu + (0 — Yule pvt) — Ye + : p L iu? 4-2) O — Duv — Yu 
g 0 == 
uv — t — y 
— 3— Y ] 一 Y 
B "o2 wap (Y — Du (Y — 3v pev 


yev + (1 Dv tv) (Y — luv — Ye 


一 、 直 接 差 分 
现 介绍 Lax 格式 由 (3-5-260 st 


l a 
uL — Fi LIES 十 Ui; 十 H, +1 十 Uu, 1) LN | af 十 Hd 
J 


| 
2 


or dyi, 
3f ag |" e fi la —— det BI mx Ns 
| (3-5-29) 
或 
af agi" " a Wii — RI ， +] 一 W 
tax) 7 2h pum ob 
Olr HAr H A34) 
式 中 上 为 工 方向 步 长 , kd» y 5E. 
= “和” 分 烈 格 式 


前 面 介绍 的 是 交 蔡 用 不 同 的 格式 来 计算 ， 后 来 人 们 发 展 为 将 控制 方程 分 成 几 个 部 分 ， 分 


http://www.81tech.com 


中 国 国防 科技 网 


别 求 差分 格式 ， 再 琶 加 起 来 。 以 匀 流 方程 为 例 


du , du 


aca 0 


1S 
ay 
用 FTFS 格式 


1 
Hc — " 


up l = E — tA 
uni us tÂ uh — TA (ur, — TA) 
= wl — tA — Th + TA, Aur 
右边 前 三 项 即 为 FTFS xx. WEKO ccAIT Ay, ME JM rádu MERE, M 
HAET. 
再 如 方程 (3-5-26) 式 可 以 分 裂 为 


例如 用 Mac Cormack WA 
D u,—u- rA. 
ll OA, =a (3-5-31) 


e» ,—u, 5—tV.gyt 
MEE (i To) — 5 Ak 
该 格式 是 每 算 一 步 , $&—1Xx x. y 方向 的 顺序 ， 例 如 《3-5-31) RER r, IE y 差分 ,可 
记 作 
w+! = M Mu" 
dr nol 步 采用 上 式 ， nn 十 2 步 则 采用 
gtt — MM w^ 
经 过 这 样 处 理 ， 可 能 司 计 算 精 庶 提 商 。 
稳定 性 条 件 为 
max |u + al n «1 
(x,,yj»£,2 € £F, 


max|ve +a] >= x1 


E 
k 
2, “WR” FARA 
由 Beam &. Warming TE 1976 年 提出 ， 后 由 Briley 等 人 在 1980 年 进一步 综合 和 推广 由 
(3-5-26) 式 i 


可 得 
m + flc g,—0 
uj f qug = 
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相 加 得 
人 
由 积分 梯形 公式 
atl o pyy L| 294 , gU" 
at cat t 3r T ai | + oc 
代入 上 式 得 
ati omn FiF Jg" af" ag"! Dc 
u^ =y E E s x 7 L| Or (3-5-32) 
由 
af. af3u ou 
dr mar “ar 
dg ZIU pIu 
dy æ dy dy 
得 
f" — f Atat — wn) 十 站 (Co 
gu = g" 4- B"{w"t! _ u^) 十 O(r?) (3-5-33) 
EH fep em. MLA 
F= A% , g— Bw 
代入 (3-5-33) 式 得 
Fl me A"tgtt! Olr?) 
^ BU (3-5-34) 


gp 一 Butt 十 0r) 
将 (3-5-34) AAA (G-5-350 x, 


[E 4 zl Dat 2p es -[e-£(Ev- XP Je + OC? (3-5-35) 


4 dxr^ ay r 4x dy 8i 
将 左边 加 到 (3-5-350 AA. WEDA OOC), 4 
T e T doa ati 
[E+7 2A | ELA EB L 
- | E—L24 | E— T5. B* a" OC) 
“PIREN 
~ toU 
à = [E E ? W ju 
PE Z Žaja- [E — Z Zanha (3-5-36) 
| T d qu ABl LN 
(E 十 5 3,9 E H 
这 就 是 Beam & Warming 格式 的 原始 形式 ， 
X 25 [8] fi SE BC FR GC 28 7 
| AW = à,CAu + OCh?) 
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jw — ĝ,(Bu)" + OG) 


E NE I EU Y 


Rm 


ij Z= u;, — 3 LOO m (Bu, | 


P Tor T 中 " 
Hi, 十 "a AIL uu, i AT uita) 


T 


15 Aute, ial Br 48 4,) 
T 


eu es 
ur + GOB Haih 一 Braut) = 各， 
Qtz* J- À* HRE) 


上 式 第 一 步 是 显 式 , 第 二 步 是 方向 隐 式 ,第 三 步 是 y 方向 隐 式 。 人 们 用 这 类 格式 进行 了 许 
多 极 复 杂 的 实际 问题 的 数值 计算 ， 效 果 较 好 。 对 于 强 激 波 则 尚 需 加 入 人 工 粘性 处 理 。 


3.5.8 整 分 方程 的 守 导 性 


一 般 说 来 ， 爆 炸 力 学 的 数学 模型 都 是 在 三 个 守 定 律 基础 上 得 出 的 ， 因 此 对 于 差分 格式 也 
想到 应 该 具备 守恒 性 质 。 对 于 守恒 型 偏 微分 方程 


据 此 得 到 的 相 容 的 差分 格式 ， 一 般 能 保证 守恒 性 。 但 应 当 说 明 的 是 ， 这 是 在 不 考虑 差分 余 项 
前 提 下 而 言 的 ， 因 此 它 是 近似 的 、 粗 粮 的 守恒 ， 并 不 等 价 于 源 方 程 的 物理 守恒 。 而 且 守 恒 性 
是 指 整个 网 格 区 域 上 的 总 体 守恒 ， 是 宏观 的 ， 因 此 不 必 去 苛求 差分 格式 的 更 精确 的 守恒 。 

若 从 非 守恒 型 偏 微分 方程 出 发 ， 一 般 说 来 差分 格式 的 守恒 性 差 一 些 。 但 是 有 很 多 差分 格 
式 的 计算 很 成 功 。 

守恒 型 格式 保证 了 总 能 量 守重 , 由 于 计算 的 误差 , 在 局 部 格子 里 会 出 现 总 能 小 于 动能 , 导 
致 内 能 为 负 的 不 合理 现象 。 而 此 时 若 采用 非 守 伍 性 略 式 就 无 此 种 顾 砌 。 但 是 总 能 量 守 伍 应 在 
一 定 精度 范围 之 内 。 


3.5.9 ATĦ tE (ATHRO) 


前 面 在 介绍 一 些 差 分 格式 时 ， 曾 提 到 由 于 差分 方程 的 截断 误差 而 产生 的 格式 粘性 《又 称 
为 隐 式 耗 散 、 格 式 耗 散 等 )， 可 以 对 某 些 弱 的 间断 起 平滑 作用 ， 增 强 计算 的 稳定 性 ， 使 计算 可 
以 顺利 进行 。 但 是 对 于 强 间 断 〈 例 如 很 强 的 冲击 波 、 爆 变 波 等 )， 仅 依 千 格式 粘性 是 不 够 的 。 
对 于 这 些 强 间断 ， 昌 前 常用 的 方法 有 两 种 ， 一 种 是 激 波 装配 法 ， 一 种 是 激 波 捕获 法 。 前 者 我 
们 在 这 里 不 作 介绍 ， 下 面 来 介绍 激流 捕获 法 ， 

隐 式 耗 散 和 下 而 要 讲 的 人 工 显 式 耗 散 都 是 属于 激 波 捕获 法 。 但 是 后 者 更 主要 的 是 针对 极 
强 的 间断 面 处 理 的 。 这 是 由 Von Neumann & Richtmyer 于 1950 FHR. ZAA TDH TE 
(Artificial Wiscocity)。 这 种 概念 是 建立 在 有 关 实 际 流动 ， 而 不 是 理想 流动 的 物理 观念 基础 上 
的 《因为 只 有 理想 流动 才 会 产生 数学 意义 上 的 冲击 波 )。 从 物理 观点 上 看 , 真实 的 促 击 波 是 应 
该 有 一 定 怪 度 的 ， 因 为 物体 总 是 有 一 定 粘性 的 。 如 果 在 理想 流动 中 人 为 地 加 上 粘性 项 ， 对 于 
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冲击 波 用 一 个 萍 的 过 滤 层 来 代替 间断 面 , 而 在 这 个 过 渡 层 中 各 个 量 ， 如 压力 、 速 度 、 密 度 、 温 
度 的 变化 都 很 快 ， 但 是 不 再 间断 而 是 连续 的 了 。 在 没有 冲击 流 的 地 方 此 项 最 好 不 起 作用 ， 这 
样 处 理 ， 使 得 解 域 中 不 和 肌 出 现 间断 ， 前 使 得 微分 方程 可 以 应 用 到 全 部 计算 中 。 
下 面 介绍 人 工 粘性 的 形式 及 有 关 的 一 些 内 容 。 
一 、 拉 格 朗 日 形式 
前 面 讨论 的 微分 方程 基本 上 都 是 欧 拉 坐标 下 的 。 在 连续 介质 动力 学 中 ， 常 用 的 另 一 种 形 
dé fe BB EER. 
以 一 维 情况 为 鲍 ， 在 欧 拉 坐标 下 ， 方 程 为 
2 十 Fu) -0 
其 中 u—ir o, rr" ou, re)? 
F (u) ={r tou, r) Cou dp). pr leut Pu)” 
Q— (0, (a—1D)Pr^ *, OF 
而 a 是 几何 形式 参数 


下 而 将 转化 到 拉 格 朗 日 坐标 下 。 首 先 写 出 全 微分 形式 


de l 9 
Ten 30-0 


du , 3P 
pum -O (3-5-38) 
d l ð, 
pa P-pLmGC)-0 
其 中 a WEEE. m 
x 一 维 平 面 
rm GIL y 一 维 柱 对 称 
Cry dz) 一 维 球 对 称 
Wt BH H A bg m SER 
KR r 
# = | RAR = | pr^ dr 
am 
好 有 zp TORT 
dm ma 
aor (3-5-39) 
由 以 上 两 式 可 得 
IR £| in n 
ro p R. 


上 式 即 为 质量 守 悟 方程。 欧 拉 坐标 转换 为 拉 禧 肯 日 坐标 时 ， 有 以 下 关系 式 
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(3-5-40) 


有 时 用 比 容 玉 RER V=1/p. M 


于 是 能 量 方程 为 
= 0 (3-5-41) 


Eo m 

理想 流体 是 忽 路 了 热传导 和 粘性 , Hugoniot 理论 所 描述 的 冲击 波 是 强 间断 .Becker 证 明 ， 
若 考虑 热传导 ， 通 过 激 波 时 ， 湿 度 是 平滑 过 滤 的 。 对 于 弱 激 波 ， 压 力 和 密度 也 是 平滑 过 渡 的 。 
对 于 强 激 波 ， 部 分 是 平滑 过 湾 ， 部 分 是 间断 。 若 考虑 粘性 ， 无 论 对 什么 强度 的 冲击 波 ， 各 个 
状态 和 力学 量 都 是 平滑 过 湾 的 。 考 虑 热传导 、 粘 性 时 ， 过 渡 层 厚 与 耗 散 系 数 成 正比 。 实 际 所 
体 的 粘性 太 小 ， 无 法 满足 差分 方程 的 要 求 。 例如 对 于 真实 气体 : 一 他 于 ， 则 激 波 厚 度 为 分 子 
自由 程 的 量 级 。 差 分 方程 中 间断 区 仍 通 不 过 ， 为 此 需要 引 和 人工 烙 性 ， 

三 、 人 工 粘性 

根据 上 面 分 析 ， 引 入 人 工 粘性 之 后 ， 应 满足 ， 

D 差分 方程 能 顺利 通过 激 波 区 ， 

(2) 冲击 波 作为 参量 快速 变化 的 连续 过 渡 层 〈 几 乎 间断 》 而 自动 显示 。 各 参量 的 变化 及 
激 波 速度 与 正确 跳 耻 十 分 接近 ， 

(3) 附加 项 使 过 渡 层 宽 为 几 个 格子 (3~4 个 )， 不 随时 间 和 激 波 强度 而 变 ， 对 流 场 的 其 它 
部 分 无 影响 。 

计算 和 分 析 表 明 ， 用 人 工 粘性 比 用 入 工 热 传导 有 利 。 通 党 流体 粘性 是 一 次 项 线性 项 )， 
过 湾 层 厚度 当 极 强 激 波 通过 时 趋 于 零 。 XH IRE AT. 车 采用 二 次 项 | 党 )， 它 等 价 
于 ， 对 于 能 激 波 ， 用 小 粘性 系数 ， 对 于 强 击 波 ， 用 大 粘性 系数 ， 这 样 可 以 使 击 波 计算 宽度 随 
激 波 强度 的 变化 减 小 。 人 工 粘性 项 9 由 下 式 表 示 


b’ CaR)zp| z| ' 


[aie 


(3-5-42) 


DP Ele 
VOA 


» 
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AH b AWTR AR 为 计算 网 格 尺 寸 ，g EAE EHE P 相同， 于 是 〈3-5-40) 式 成 为 


F 
3 
o | liria u 
23: AR pP tgs 
T (3-5-43) 
3; P 74)3,70 


若 取 状态 方程 为 


测 以 上 方程 组 在 s 王 1， 活 赛 问 题 〈 活 塞 以 常 速 推动 下 ) 可 得 到 行 波 解 。 由 解 可 知 ， 加 了 后 光 
滑 化 的 激流 速度 积 强 度 未 变 。Von Neumann & Richtmyer 认为 此 结论 也 适用 于 其 它 一 维 问 
m. 

四 、 差 分 格式 

FERR (3-5-43) 式 进 行 差分 。 为 了 达到 形式 上 的 二 蕉 精度 ， 用 非 一 致 离散 和 格式， 见 图 
3-5-22, 


图 3-5-22 Von Neumann &. Richtmyen 格式 的 网 格 设置 
Bn 时 刻 参量 已 知 ， 求 "十 1 时 刻 参量 。 由 《3-5-43) REOR ut 


E" n-1/2 _ 4a—1/2 
unti: — aac " 1 | pal n Pil ph Tub —gcii 
t p» AR 


UR nU. 由 《3-5-43) 式 第 一 式 


pr 
一 


E 0 5 d$ 00 Q,84T1/2 
= u 


NP ss 由 (3-5-43) AFAR 
yea tO 
HL al Ra = Ry 
241/92 
X 0, 
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25" nc 1/2 nm 二 172 2 41/2 21/2 
mE i au" < H. 
gn e | eum t ei zd ir Š | » "T 
了 证] ul -i 
Ü 当 Wtf »- H, : 
R Pis eli. 由 (3-5-43) XB 
(gT — e" mi n+] " UM yi pna 
[£t .Q.01| | bsp 
a 2 me at 


除 a 以 外 , 均 为 中 心 差分 , 具有 形式 上 的 二 阶 精度 。 如 果 对 3 也 用 中 心 差 分 , MARAE 
求解 ， 男 外 ，g 也 不 是 主要 量 ， 所 以 我 们 对 其 不 采用 中 心 差 分 。 

五 、 夭 定性 分 析 

要 分 别 对 激 波 区 和 光滑 区 来 进行 分 析 。 

1. 光滑 区 : 是 非 线 性 双 曲 型 方程 组 , 以 前 的 方法 不 能 用 。 因此, 我 们 用 近似 稳定 性 分 析 ， 
即 冻 结 系数 法 。 例 如 


ed - ATRPYR 


* FAS TQ 
式 中 A 艺 为 变 系数 雅 可 比 矩阵 ， 现 近似 作为 常 系数 矩阵 ， 用 Fourier 稳定 性 分 析 方法 ， 求 出 
Von Neumann HESA 
ir)! A 
A^ UR] RS! 
AUT a 为 音速 。 
2. BED 


仅 考 虑 包 售 有 人 为 烙 性 项 的 有 区 方程 就 行 了 , 由 能 量 方程 43-5-43) 式 第 3 式 和 状态 方程 


HEL FIARATA E KENEAN 


| PrtIẸpy rti LS Py") 二 了 ; 4 十 1 " 
d | 一 二 一 do gre [ys y*)j 


y=] pl 
XP EXESCBLUBOT. 4j den HEB dI. FER ARI ERBEBU TE RR MPDE), oK 
ERIA 
_ g ĠAR z 5 a atu 
h IR, IR aR? 
因为 
eu 
FR «0 


得 耗 散 系数 os 为 
(BARY r 1*7! | 2u 
LOS P» ix] EH 
注意 , 加 上 3 之 后 , 方程 由 双 曲 型 变 为 抛物 型 的 方程 . WANA EEBS i et B ER EEREN 
CM c 1l 
AR? ^72 


0 v 


中 国 国 防 科 技 网 http:/ /www.81tech.com 


所 以 稳定 性 条 件 为 
lira E 
M NAR. A Ars (3-5-44? 
六 、 人 工 昔 性 的 其 它 形式 
(1)? Von Neumann 车 性 出 可 以 号 成 
(p,bAÀR)* JV | aV aV 
— 77V zia gs 9 
q 一 一 
aV 
ü 3: z> 0 
(2) Brode (1954) 将 (3-5-420 式 写 成 一 个 起子 
| 
dB y E: E- E: | Wn 
(3) Ludford (1953》 提 出 绪 性 精 性 兢 ， 适 于 脾 激 波 
bAR du ET 
— V R RDO | 
gu 一 " (3-5-45) 
0 3R == 0 
(4) Land shoff (1955) 提出 线性 和 二 次 项 登 加 。 对 于 二 维 计 算 ， 不 同 程序 有 不 同形 式 ， 
例如 用 散 度 表示 御 性 
P o(divuY divu «0 
I= (3-5-46) 
0 divz > 0 


此 外 ， 还 有 张 量 糙 性 等 。 

tn DIERA E 

前 面 讲 的 是 在 压力 项 加 2， 它 只 影响 动量 方程 和 能 量 方程 , 对 质量 守恒 方程 未 加 , 可 称 为 
局 部 人 工 耗 散 化 方法 。 全 耗 散 化 方法 有 多 种 形式 ， 例 如 Pycanos (1961) 方法 ， 对 村 守恒 型 方 


Fe (3-5-9) 式 
di, aF) X 
2: V dr ni 
mA THEAT 
zo ou 
qiu)» = g VÅTE 3 


这 里 是 选择 因子 ，o AT EER 4 的 最 大 特征 值 。 取 
F*(u) = Fiu) ou) 


则 
因为 此 时 加 了 很 强 的 耗 散 项 ， 故 可 以 用 简单 的 差分 格式 。 作 FTCS 
utt! mu, 一 5 A Cr = EI oA 
x {ori 7 4) 7 2,-1G, T+ OC + Az) (3-5-47) 
这 里 
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gg = ;G, To Gjr12" 
稳定 条件 为 
Cp = max(lu| +a) = 
(3-5-48) 
ETET 
1F 


二 维 问题 也 可 以 用 Pyeaaomr 格式 ,处 理 激流 问题 简单 而 有 将 , 国内 有 人 用 该 格式 进行 过 强 爆 炸 
和 激流 管 计算 ， 结 果 民 好 。 
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| SOUE ”典型 有 限 差分 万 法 


现 有 的 有 限 差分 程序 种 类 繁多 , 按 坐 标 系 可 分 为 欧 拉 型 . 拉 氏 ( 拉 格 朗 日 ) 型 和 拉 上 氏 一 一 欧 
拉 混 合 型 , 欧 拉 型 程序 适 于 计算 物质 大 变形 ,但 是 不 能 清晰 显示 材料 界面 ,需要 用 拉 氏 方法 弥 
补 . 拉 氏 型 程序 适 于 计算 物质 的 细微 动态 行为 ,能 够 清晰 显示 材料 界面 ,但 是 不 适 于 大 变形 , 需 
要 用 欧 拉 方法 弥补 . 拉 氏 一 一 欧 拉 混 合法 兼 有 两 首 之 长 . 一 般 说 来 , 欧 拉 程序 适 于 爆炸 场 的 宏 
现 计算 , 拉 氏 程序 适 于 煤 炸 作用 下 结构 或 局 部 的 细微 响应 计算 , 对 于 一 些 课题 常常 是 先 用 拉 氏 
程序 计算 , 待 到 变形 太 大 ,难以 进行 时 , 改 用 欧 拉 程 序 计算 , 而 拉 上 氏 一 一 欧 拉 混 合法 则 企图 将 两 
者 统一 起 来 有 的 学 着 认为 有 较 好 的 发 展 前 景 . 

本 章 共 介绍 九 个 程序 ,其 中 欧 拉 型 程序 6 个 ,各 有 其 特点 . MAC 方法 通 于 不 可 压缩 流体 
计算 ;GILA 方法 含有 隐 式 格式 , 适 于 低速 流动 计算 . 按 输 运 方式 分 ,PIC 方法 为 高 散 输 运 ， 
FLIC ,MHEP 和 HELP 方法 为 连续 输 运 ,GILA 方法 则 兼 有 丙种 输 运 , 在 显示 材料 内 界面 方 
Ij. MHEP 方法 用 混合 网 格 和 不 同 材 料 的 示 足 点 显示 ,PIC 方法 用 不 同 材 料 的 质点 显示 ， 
HELP 则 用 示 踪 点 联 成 的 示 踪 线 显示 ,有 复杂 的 还 辑 关 系 , 可 以 细微 显示 内 界面 , 拉 氏 程序 介 
绍 二 个 ,HEMP 方法 是 公认 的 典型 拉 氏 程序 ,该 节 中 介绍 了 滑动 边界 和 网 格 重 分 ,2DL 程序 中 
介绍 了 带 化 学 反应 效应 的 数值 模 氢 , 拉 氏 一 欧 拉 混合 型 程序 方面 介绍 了 ALE EF. 本 章 最 后 
一 节 介 绍 了 爆炸 力学 中 的 一 个 热门 课题 一 一 动态 断裂 的 数值 模拟 . 


$4.1 标志 网 格 法 (Maker and Cell) 
kic Bl — MAC 方法 由 Harlow 和 Welch 等 在 1965 年 提出 . 这 种 方法 主要 是 用 来 解 


二 维 不 可 压 流体 力学 问题 ,其 特点 有 ， 
中 采用 欧 拉 网 格 , 适 于 大 变形 问题 的 计算 ， 


巴 格 于 内 用 零 速 度 散 度 条 件 ; 
多 用 无 质量 拉 氏 东 踪 点 显示 界面 和 流 场 运动 历史 ,这 也 正 是 这 种 欧 拉 型 方法 能 处 理 材 料 
内 界面 的 关键 所 在 . 
1970 年 这 种 方法 经 Amsden 和 Harlow 改进 ,于 是 便 称 为 SMAC HEM. 
41.1 控制 方程 
对 于 二 维 平 面 不 可 压缩 粘性 流动 方程 
ap 
aru a [ut 3 [uv dr IT Ga a | vy 
xl.]* aT Aa ap * x Fa A 
ET 
Ah o-—P/o.o 为 精 性 应 力 张 量 : 
Wl, = LV a go, = V a 
i ar yy dy 
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AF & 是 粘性 系数 ,x 和 wv 为 速度 分 量 ,P 为 压力 ,2 为 密 
HE. | 


412 格子 及 变量 配置 

用 等 步 长 Ar, Ay, 定义 点 用 非 一 致 离散 ;23,,、 
Vial Use 1c (980, 0,2, 如 图 (4-1-1) 所 示 ， 

4.1.3. RA s.r 

采用 FTCS 差分 格式 ,并 设 w 层 参 量 已 知 ,; 由 (4-1-1) 


- Blaerl MAC 法 变量 配置 
(u— Wi, ， 
CA 7 ê (—u—wq Ca 二 T 2,COC uv 十 0,53 (4-1-3) 
(v— vul 
SET, HER 0,7 v — p 0,9544 F 6,67 uv H mV ul (4-1-4) 


式 中 站 时 刻 量 若 不 符合 定义 点 的 ,可 用 算术 平均 什 代 壮 , 如 (01021, = 
IRR Gg] A T ARPE EIE, X um dh rap 


2 


# 一 Lll, 
i (4-1-5) 
PaT Wytt 
41.4 TERUEL 
上 面 得 到 的 uM od — RICR IRURE F XE RI ERA AR PE 
de dv 
D—-x'»27 (4-1-6) 
为 此 要 选 代 求解 , 取 wa A viel SB A KERRE. ARE 
D, > Oat, 十 UP, (4-1-7) 
由 运动 方程 
aP du 
ac 5^3, 79 
aP » (4-1-8) 
2 Tg 3: 一 t 
可 得 
a 
Ar M 
(4-1-9) 
Ap Av 
Ay A 
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由 上 式 得 校正 量 A07, 
oDi [ Ax)! + (Ayy 
a 


apt — 2D [ (A + (hy (4-1-10) 


Ep o 为 调节 系数 取 1-2. 校正 值 由 下 式 给 出 
t= (t Aot, 


uit ,= uud 5 (Ap, (4-1-11) 
À um vas + Epi, 
再 检查 不 可 压缩 条 性 
Di 一 au 十 yw (4-1-12) 
5 
LD^*! -— | p | 


IDEA FL «€ (4-1-13) 


则 适 代 终止 , 式 中 & 为 允许 误差 . 最 后 ,十 1 时 肇 校正 值 由 下 式 给 出 


wtl = witt (4-1-14) 


p" = g^ 
At Ps 
(0,075! = EAS s mI nu q^) 
vM 
(0,921! — (0,07, + ayy Afr 一 Apt) (4-1-15) 
nci A 
(aay htt jth X Cmm T Aray An c 2. n 24g,» 


4.1.5 RRAIN 


网 格 分 为 三 种 ,一 是 空格 E, 二 是 流体 烙 F, 三 是 与 空格 相 邻 的 流体 烙 S. 在 初始 时 刻 在 有 
物质 的 网 烙 内 设置 无 质量 的 示 踊 点 (Marker)M,(x3%,32)11 信 pSN, 共 有 以 ARRE ENA 
参与 守恒 运算 , 随 着 流 场 运动 ,可 以 显示 和 跟踪 流 场 的 运动 历史 ,使 得 计算 具有 拉 格 朗 日 功能 ， 


对 于 理解 力学 过 程 是 很 有 用 的 ， 
M, KREK uL v M, 在 n 十 1 时 刻 的 坐标 系 为 
ME -Bi* A[^] (4-1-16) 
若 用 改进 的 欧 拉 法 , 则 为 | 
ol = MI T zb ji y | (4-1-17) 


uL 和 vt! 由 M, 的 最 靠近 的 四 个 速度 分 盖 加 权 平 均 得 到 , 即 
一 101 一 
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u n] 1 d fen r 4 AT 
zubc mer 一 (4-1-18) 
MI zm BuU, a 2; 5, Hu, 


A 


=] 


式 中 A 和 Bi 为 加 权 面 积 , 按 如 下 方法 求 得 . 


| EANN. 


图 4-1-2 ua AA 4-1-3 w 4B, 


如 图 4-1-2 和 4-1-3 BR «dB deo ER eR M, 的 位 置 , 找 出 最 车 近 的 速度 分 量 uy — w4 vi 
vo ARE RA PLES AR B] REC ^h 9 IUE. Ax y Wy uu PARS RR R a R P 
块 面积 A 一 和 ,被 以 名 一 5 中心 点 的 网 格 线 分 割 成 四 块 面积 B. — B. ,显然 有 


Sa = Sz, = ArAy (4-1-19) 


AI hw) 


rpl AX 和 yul Ay 的 整数 部 分 为 ; 和 jo 小 数 部 分 为 xa AI yas RH 


Ta 一 Ar — f 
(4-1-20) 
Fl 
2 
Mui Ay J 
" U elg H) Hitt 
Uu, irl. 1 Ws i i 
= EEZ = ruy (4-]1-212 
Ha uL 3. ud H +i, 
4 EE MES uU, n2 MISI 
2 TU Uil 
T Vir 1 (t3 
Us NE ] Vs Vut 1 
== ER A em ERIS (4-1-22) 
x Vil. j-1/2 Us E 
va Uieiga-i v Viaig-d 
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在] (1. 5 — xa) ya "P (0.5 一 xa) ya 
d, (1. 5 — Za)(l = ya4? 1 la iO. E S 1 
— Eram Ó| | 二 (juga 
as|  |(4—0.5)(1 — ya) 2 la, {00.5 + za — ya) e 
i (ra — 0. 5)ya i (0.5 十 zaya 
(4-1-23) 
bi (1— a Cys — 0.5) b (1— r42(0.5 十 ya) 
b, (1l — r4(1. 5 — Ya) b, (l1 一 r42€0. 5 一 ya) 
bl (xs 0.5 — ya) SUL ba)  [x4(0.5— ya) SERS 
i aCya — 0.5) : aC(0. 5 十 ya) 
(4-1-24) 
Muth 和 ws+! 确定 之 后 ,就 可 以 根据 (4-1-17) 式 求 得 mr RS 
4.1.6 自由 面 约定 
如 图 4-1-14 Brzn 34998. S 分 别 与 1 个 ,2 小 和 3 个 空格 五 相 邻 ,相应 约定 条 件 为 
4. UV,—, 
b. v,— U, stiu = tl (4-1-25) 


C U =E Dau l ut lu", 


图 4-1-4 Bm E 


4.1.7. 标志 网 格 法 的 应 用 


MAC 方法 在 不 可 压缩 流体 运动 领域 得 到 了 广泛 的 应 用 ,计算 了 许多 有 自由 面 的 流动 问 
题 ,如 一 滴水 滴 入 浅水 池 中 溅 起 水 花 , 打 开水 闻 后 尊 波 进入 静止 水 堵 等 . MAC 进一步 政 进 和 
发 展 , 能 够 计算 多 种 材料 问题 ,提高 计算 精度 ,发 展 到 三 维 计算 ,用 于 计算 Taylor PREE, H 
线 固 壁 和 可 动 固 壁 问题 等 . 


$4.2 质点 网 格 法 (Particle in Cell? 


质点 网 格 法 或 称 PIC 方法 ,首先 由 Evan 48 F. H. Herlow 在 1955 年 提出 ,A. A. Ams- 
den, 91 (1966) T VEA B £s. 该 方法 把 连续 介质 (可 看 作 无 穷 质 点 系 ) 凝 育成 有 限 的 质点 系 , 质 


点 有 质量 ,参与 守恒 运算 ,通过 对 质点 的 运算 和 塌 际 来 实现 流 场 数值 模拟 和 盘面 显示 , 主要 特 
— 103 一 


AE. 

(D 采用 殉 拉 网 格 ; 

O 拉 氏 质点 是 带 质量 的 ,可 以 采用 不 同 的 物质 符号 ,以 计算 多 种 物质 同时 存在 的 系统 . 图 
4-2-1 的 为 两 种 物质 的 情况 . 

@@ 流体 状态 u,v,p,Pwe 完全 由 质点 及 分 布 来 决定 ; 

@ 计算 分 两 步 进行 ; 

第 一 步 , 拉 氏 计 算 , 计 算 压 力 实 度 效 应 ; 

第 二 步 , 殉 拉 计 算 , 计 算 网 格 癌 输 运 效 应 l 

PIC 方法 对 计算 机 的 速度 和 存 贮 量 都 提出 了 较 
高 的 要 求 , 因为 它 不 但 要 计算 和 存 巡 各 网 格 上 的 诸 
力学 量 ,而 且 要 计算 和 存 贮 大 量 与 质点 有 关 的 参量 


4. 2.1 控制 方程 组 


采用 二 维 轴 对 称 的 无 粘 , 无 热传导 的 可 压缩 
流动 方程 ; 


pu + 二 orpu—0  (4-2-1) 


EWAN x[x x. 
Bn onus 
eakas itaate ss 
yA 
w wx Xx ix ME X «|» 


ip lend ]* "zl. 图 4-2-1 流 场 中 质点 配置 


a. * Ya EU x M Dto e BUCH OU 
(4-2-2) 


zP + q? 


d 


x cg) 


ple Gf T v’) |+ pti 三 | c iq s v) pv le t Gf JT v?) | 


(4-2-3) 


"— S E FT 
= 一 二 字 L(P + gur]— [LP t Y] (4-2-4) 
边界 条 件 是 
du. aP d de 
左 、 右 连续 边界 J-F? (4-2-5) , 
w Æ 30 Æ P 
E FEŽUR: l1—u1—7z-x-9 ——— nne |, 
P.e 
LEE sb u = Ü, Z = ü (4-2-7) 
E. Fl v=o 安 一 0 (4-2-8) 
IEEE P = D (4-2-9) : Ar 
2 
4.2.2 ”网 格 与 变量 配置 n 


如 图 4-2-2 所 示 , 解 域 为 Dr 二 只 0<sz<sZ 有 取 等 步 长 Ar Az, BR 


$i 4-2-2 PIC 的 变量 配置 
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R 
ie Pe 


ETE SRE TAIE E 4-2-2 中 格子 4 就 为 (1 ;1) ,其 格 心 坐标 为 


oZ) (oe dae ie 1 )az] (4-2-10) 
参量 uv p. Pe 均 定义 在 格 心 'q 定义 在 格 边 . 
格子 体积 "是 截面 为 Araz 的 环形 体积 
i T, = irr AraZ (4-23-11) 
dT mm 
M, = Tp, (4-2-12) 


质点 放置 在 网 格 内 ,第 大 个 质点 P, E) A ERO Gua Z 0 ora Ar Zi AZ 的 整数 部 分 为 T 4, M 
点 的 质量 为 my 设 1 二 0 时 ; G DRAT s 个 (s 一 般 是 平方 数 , 如 9,16 等 ) 质 点 ,那么 
m, = c s (4-2-13) 


4.2.3. 压力 效应 计算 


这 一 步 采 用 “和 ”分 裂 格 式 , 就 是 在 控制 方程 中 去 掉 输 运 项 ,然后 进行 差分 , 由 (4-2-2)、(4- 
2-3)381(4-2-4) AU 


PE 一半 (P+ (4-2-14) 
可 
D ae (4-2-15) 
x P3,—l2 d př 了 dq 
03:7 FP x7 ovx (4-2-16) 


首先 计算 试探 值 (tentative values) ,对 时 间 采 用 向 前 差分 ,对 空间 采用 中 心 差分 , 由 (4-2- 
14)、C4-1-15) 式 得 


uH, = uj, 


peu gena) (4-2-17) 
a M" Tq u— Gd peg "x (4-2-18) 


FLULBUPUR CIBO SERO AS HB Pa Poi; 一 20s T Poo: APREN T. MRA P=, 
若 邻 格 是 刚 壁 (或 对 称 轴 }) 虽 了 取 格 心 值 . 人 工 粘性 的 计算 由 下 式 确 定 


dti,i Mm, — wa ECOM, + Maad CT, + £442] 
NL M, 4 inca, 7 SD / EOM, H MU + 042] 

ud MN M, a luy — vu EOM, + Mir] (4-2-19) 

qio} M. -10-1 — v / EOM, + M1) (2r,)] 


式 中 aus 为 系数 ,并 且 当 Au 或 4o 科 时 ,到 2 一 0, 当 邻 格 是 刚 鉴 或 轴线 时 , 取 9 一 0. TEOR HE uv 
zw OY = 
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之 后 ,要 进行 检验 ,看 它们 是 否 超过 稳定 性 规定 ,然后 计算 e. 由 (4-2-16) 式 得 
Ce)y_ Ph — e "- 
Bie tu — p a -— L8 Gun), 十 于 从 站 == P£,v,, LÍ Óz(g"0), AP Ui T, 
(4-2-20) 
式 中 0, 07 表示 中 心 差 分 符 导 , 且 
(ur), 1, = La Go u" sg sp r,Gi- u"),, | 


" 


agy m [raa GE as + ri Ge u] 


i TM (4-2-21) 
Visti 5 ril uht Tc v"), ] 
ul MG v), H Go v) 
这 是 国 为 定义 了 
"EE IG u^) 
i i (4-2-22) 
v = z+ v") 
FREE dn, UU 
ur — ru (uu) ] 
(4-2-23) 


若 邻 格 是 刚 壁 或 轴线 , 则 ur — 0. 计算 表明 , (4-2-20) 式 的 稳定 性 较 好 . 比 内 能 计算 以 后 , 求 烙 子 
总 能 量 ET: 


ET, = My é+ laf + gn | (4-2-24) 


i 
ÆRE E 为 ， 
E, = ET/M: l (4-2-25) 


4.2.4 质点 坐标 的 确定 
b. TE n 时 刻 的 坐标 为 (ri,21),; 现 将 格子 过 中 心 分 成 如 图 4-2-3 BER 1,2,3,4 四 个 区 , 若 质 
A pi dE: | 


1 区 ; 则 n>G+E)Ar, ZG, 


2 x mi n GEO, Zi + AZ 


3 区 : 则 i 十 去 Ar， Z,«G-- 3342; 


4 区 : 则 ni 二 了 hr Zi< G4 AZ. 
图 4-2-3 四 4-2-4 ! 
EA p: AAMER Ceffective velocity) u777 党 分 网 格 图 加 权 面 积 
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F v2? pi B XE PU AT- PR Rs EP] zs RE 8c RRR MAR E 4-2-4 BER G pa 位 于 1 区, 则 
n-z- [ar] (o3) 
dace 1 十 二 | 42 i+ 这) 一” 


| | 
it m DL E n] (4-2-26) 
| | 


所 以 


(4-2-27) 


BI -ralla + sl, + + All, 
若 pi 点 位 于 2,3,4 区 ,其 计算 类 羽 . 
4.2.5 输 运 计算 
(DD) 定 质 点 记 BO AS Cu 277) 
rt = rp wd | 
Zi = Zt + vue 
Xp Pi BF TERR CG DAR MWE T: 
ME: Am =m 
动量 ， AX, 一 my, 


AY, — "QU; 


(4-2-28) 


(4-2-29) 
能 量 ， AET — m,E,, 


Efi: AE = 寻访, 


式 中 es 为 质量 分 数 . 同时 , 从 邻 格 进入 了 质点 p,, 则 带 进 了 上 述 各 量 , 邻 格 一 共有 8 个 
(2) n--1 时 刻 的 参量 


HE. MU = M5 一 >m T Dm (4-2-30) 
n m 
] AW ls i uS AX, AX, 
ue [7] cL Eg lt Plar] ctam 
1 X sj41 

^ CM € 0) 

速度 M ' g bl LY d, OY (4-2-32) 
? 0 (My? = 0) 


— MUT. = 
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总 能 量 , ET 一 Ef,— DAET, + DAET, (4-2-33) 
k K 
比 能 ， Er = (ET/ M3 (4-2-34) 
1 放 中 1 
比 内 能 :ez 一 [E Gà v5 | (4-2-35) 
M MSS = 0 时 巨 和 。 均 为 零 . 最 后 求 密度 和 压力 : 
ot = (Myr, (4-2-36) 
压力 由 状态 方程 得 
Pru = f(g Ven) (4-2-37) 


zg Wo oSDF UOS — T8] 8] 5938 P1 8r E B. REDE HL. 
42.6 多 种 物质 问题 一 -混合 网 格 计算 


如 果 一 个 网 格 内 同时 存在 有 两 种 或 两 种 以 上 的 物质 , 则 把 该 网 客 叫 做 混合 网 格 (mixed 
cell). 现 以 两 种 物质 为 例 , 一 种 记 作 ”"“ 另 一 种 记 作 ” X” LE 4-2-1. 对 于 混合 格 中 各 量 的 计 
算 , 象 拉 氏 计算 、 质 点 坐标 确定 以 及 一 个 质点 带 走 的 质量 ,动量 这 些 方法 和 上 述 纯 格 中 的 计算 
一 样 ,但 格子 总 内 能 增 量 4& 须 按照 体积 的 百分数 来 分 配 , 因 为 


AQ, = M(E — e), (4-2-38) 
“，?” 物 质 的 体积 百分数 为 CM / p. 0, BELA 
nr n — M | 一 中 
M.E. — e."), = P AQ] i (4-2-39) 
— LE n l pet; 2 
ET., — M. JE Ov oyG v ) | (4-2-40) 
ij | 
一 个 质点 带 走 的 总 能 量 
AET, 一 cft ET., (4-2-41) 
M. 
所 以 
ETP = ET. — DAET, + AET, (4-2-42) 
由 Ks 
式 中 8 为 :或 X TREK., 
ET» —ET.2 十 ET) (4-2-43) 
My —M;,— SM, + DMs, (4-2-44) 
ks Jr 


My MS GM) 
了 T 了 


AX " 
| | =m,- (4-2-45) 
AY Jg, Vk 


— 108 — 


中 国 国 防 科 技 网 http:/ /www.81tech.com 


AX AX 
= + | 4 (4-2-46) 
] X n+l 
a+ : (Mi 350) 
H rb -— 
|j 0 (Mr! = 0) 
n u ET, n+] 
E? 一 | M, |, (4-2-48) 
ü-F1 
a -[E- lo + zi (4-2-49) 
下 面 求 PL V4 A pia ;在 此 仍 采 用 二 种 物质 的 格子 内 压力 相等 的 原则 . 
M. MAP EN i 
= a 一 可 (4-2-50) 
PS =f (pe) (4-2-51) 
PS = fip) (4-2-52) 
由 上 述 三 式 求 出 三 个 未 知 炎 . 密度 由 下 式 求 出 
M" 
gui 一 [一 -| (4-2-53) 


以 上 混合 格 计 算 可 用 下 面 框 面 表示 ( 见 表 4-2-1). 
R 4-2-1 混合 格 计算 框图 


4.2.7 计算 汇总 


为 了 清楚 起 见 , 将 计算 各 量 所 用 到 的 公式 列 出 简 表 , 列 于 表 4-2-2. R 4-2-3 中 ,实际 计算 
时 ,还 要 如 上 各 种 过 界 条 件 的 处 理 和 稳定 性 的 考虑 等 ， 
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Berl SHmiÉEBmmHSXG2-7D 


a e o e ee 


| m [09 o9 [epepe- 
EE EC T o 


至 此 ,已 算 完 一 个 时 间 步 ,如 此 循环 下 去 ， 
4. 2.8 炸药 爆炸 效应 


假设 有 一 平面 爆 层 波 从 下 向 上 传播 ,我 们 首先 定 出 病根 线 ,参见 图 4-2-5, 一 根 是 旧 线 ， 
(Old line), 该 线 所 越过 的 网 格 中 的 炸药 已 经 爆炸 ,高 日 线 虑 离 DAc 处 有 另 一 根 新 线 (New 
line), 忆 是 炸药 爆 速 ,新 线 如 果 越 过 网 格 的 中 心 点 , 则 该 网 格 在 本 时 间 步 中 释放 爆炸 能 ,网 格 
比 内 能 改 为 


6 十 fj K (4-2-54) 


式 中 M. 为 炸药 质量 ,K 为 单位 质量 炸药 的 爆炸 能 ;对 于 8 炸药 ， 
K = 0.04789cm?/yus*, D = 0. 7991em/ps. 4E n 时 刻 新 线 坐 标 2Z%N 


和 旧 线 坐标 Za 的 关系 为 

Z^ Zuc DA (4-2-55) 
TE n--1 时 刻 划 

Zrtl 一 Z4 

Zy = Zh + DA (4-2-56) 


如 果 新 线 设 有 越过 网 格 中 心 点 , 则 该 网 格 炸药 不 释放 爆炸 图 42-5 BERDA 
能 . 


== 0 ess 
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4.2.9 稳定 性 
由 C-F-L 条 件 
At 
C EP «1 
(4-2-57) 
cx] 
xp C 为 音速 , 由 于 质点 运动 不 能 在 A WRAN AA 
Af 
terr Ar — l 
m (4-2-58) 
Wer AZ «1 


另外 ,对 于 质点 的 初始 布置 也 要 注意 , 若 像 图 4-2-6 那样 均 勾 布置 ,容易 出 现 计算 不 稳定 , 若 像 


图 4-2-6 初始 网 格 均 名 布置 图 +-2-7 初始 网 格 错 并 布置 


图 4-2-7 那样 错开 布置 , 则 要 稳定 得 多 . 
4.2.10 PIC 方法 讨论 及 算 例 


PIC 方法 的 特点 是 将 控制 方程 组 分 成 压力 效应 步 和 输 运 步 来 计算 ,而 后 者 用 有 限 质点 的 
进出 网 格 来 实现 . 它 适 合 于 计算 多 种 材料 的 可 压缩 流 的 超 音速 流动 ,适合 于 全 流 场 图 像 的 数值 
模拟 , 对 于 多 种 材料 的 内 界面 不 能 清晰 显示 ,由 于 格式 粘性 项 为 Lola Ar 和 方 pjzi42 , 当 低 
速 流动 时 ,格式 粘性 项 太 小 易 产生 不 稳定 . 

PIC 方法 由 于 要 进行 网 格 量 和 质点 量 的 两 套 计算 ,因此 内 存 和 机 时 比 普 通 欧 拉 法 要 大 得 
多 .总 的 说 来 ,PIC 方法 解 题 适应 能 力 强 , 应 用 较 广泛 ,下 面 介绍 两 个 算 例 . B 炸药 药 块 如 图 4 
2?-8, 药 块 高 30mm ,上 面 有 一 个 宽 20mm «E 15mm 的 止 本, 爆 右 波 自 下 边界 向 上 传播 ,图 中 给 
HET REAS ACR. 图 4-2-9 是 一 个 直径 为 20mm 的 铁 球 以 S0mm/us 超 高 速 磁 
捷 铝 艳 的 计算 图 像 ,可 以 看 出 弹 和 邯 的 变形 情况 和 破 中 冲击 波 运 动情 况 ,由 于 县 前 实验 技术 沿 
无 法 得 到 如 此 超 高 速 的 磁 擅 图 像 , 计 算 结 果 更 具有 参考 价值 


= pL = 
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4.2.11 PIC 方法 的 改进 


PIC 方法 在 应 用 中 不 断 改 进 ,Wen Ho Lee 和 Dochan Kwak 提出 了 适用 于 弹 逆 性 流动 的 
PIC ri^, Bg 82-5 EHAR AE GR UB 2I. 而 且 将 原来 的 一 阶 精度 格式 提高 到 接近 二 阶 精 度 . 

控制 方程 组 为 二 维 不 定常 轴 对 称 或 平 而 对 称 流 体 搜 塑性 方程 组 ,坐标 用 r2 8 计算 按 拉 
格 朗 日 步 和 质点 离散 输 运 步 两 大 步 进 行 ,在 拉 格 朗 日 步 中 分 三 小 步 进 行 , 设 已 知 n 时 刻 所 有 
E. 

(1) 计算 = 十 S 时 刻 压力 PH? MRA S3. 


(2) Bp P' GR S2 计算 速 度 分 量 的 试探 值 # 和 ,计算 比 内 能 试探 值 7 了 ,然后 计算 应 力 仿 
景 试探 值 ; 

(3) 计算 网 格 动量 和 内 能 试探 值 ME Mo 和 M7, 式 中 M 为 网 格 质 量 ， 

下 面 介绍 径 向 动 景 的 离散 计算 格式 . 径 向 动量 方程 


d d d 
p T =- pu 十 x + Z (a, 一 da} (4-2-59) 
采用 和 ”分裂 格式 ,分 * 和 = 两 个 方向 分 别离 散 化 
p du = Ža, 十 TG, 一 ge) (4-2-60) 
o du =2 | (4-2-61) 


AP e 和 os 为 正 应 力 ,z 288 87 73 «ER T I EE s 283352975 EL GS CFT. 在 轴 对 称 时 


图 4-2-10 考虑 弹 塑 性 的 PIC 法 的 控制 元 


Aj 1 ,平面 对 称 时 为 零 . 对 控制 元 积分 (4-2-69) 式 ,参见 图 4-2-10, 然 后 再 对 时 间 积 分 得 
ti u'— [ivi qoe E g 
ü Arr ABA zo F or e 


aa e 44 9 
= i | E» 十 rp -十 ru — gg) là 


= db 


4 
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E 车 ace wi sop (4-2-62) 


和 原 PIC HEH BJ]. E 7] SEHE EHE 
等 量 都 定义 在 格 心 . 

以 上 为 7 方向 离散 ,再 考 虑 z 方向, 由 
(4-2-61) 式 得 


sl 
"13 *— (4-2-83) 


| u= u+ | "E 
# 即 为 拉 格 朗 日 步 计 算得 到 的 试探 值 . 
经 过 改进 的 PIC 方法 能 够 处 理 流体 弹 
塑性 问题 ,从 而 扩大 了 应 用 范围 ,而 且 握 商 
了 计算 精度 , 对 于 铀 半球 单 射 流 形成 过 程 ， 
先 用 二 维 拉 格 朗 日 方法 计算 158s. HT IE 
形 太 ,很 难 再 计算 下 去 ,用 改进 的 PIC 方法 
继续 计算 得 到 了 不 同时 刻 射 流 和 杠 形 状 见 2 0 一 —4 -—&8 —8 —10—12-—]4 
图 4-2-11, 计 算得 射流 站 部 速度 为 4 3mm / Si fS] /cm 
us KMA 4. 22mm /ps ARA — XC 4-2-11 不 同时 刻 的 射流 和 符 形 状 


PaRi Yem 


$4.3. 流体 网 格 法 (Fluid in Cell) 


流体 网 格 法 简称 FLIC 法 , 由 Rich (1963) 提 出 ,后 来 由 Gentry 2$ (1966) 和 
Beaouepkogcknun 等 (19717 相 继 发 表 , 在 俄罗斯 称 为 大 质 
点 法 ,本 方法 和 PIC 法 一 样 , 采 用 和 A RUE) ER 7] 
效应 和 输 运 两 步 进行 差分 计算 ,不 同 的 是 输 运 采用 连续 . 
输 运 方法 ,从 而 省 去 了 离散 质点 的 繁琐 计算 . 


4.3.1 网 格 设置 与 控制 方程 


XE T HEAR] AREE PER S n] 4-3-1 所 示 , 格 子 中 
LERA corp 格子 体积 
Vi = 2zr,Àxór 
侧面 积 S, 5,—2zr,Àr 
JB TR 5. m rrj Ar 


TF BEER S,— 2r; 4Ax 图 4-3-】 PLIC 法 网 格 设置 
p.u.v. Pe HELER DS ACT ESTE o 定义 在 格 边 ， 
控制 方程 为 理想 可 压缩 流体 方程 组 
LEE dug (4-3-2) 


at 
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Q 
ii — 2P 
u dr 
Tm , - O aP 
de 
— Pdivu 
4.3.2. 压力 效应 步 
1 apu = 2 
ao a +q) (4-3-3) 
3 3 
m 一 一 去 (PP 十 人 (4-3-4) 
Ape | 
(P+ 2E: +4 ES ro (4-3-5) 


采用 积分 控制 元 离散 方法 ,对 (4_3.3) 式 两 边 作 网 可 体积 分 左边 得 
IN dV -[ip to odd 


a r H T -4 dt 
a TII 
Va = M; a” 
右边 得 
J d 
M — az (P q2nrdxdr . 
— la a aP E Daty P+ 1 rdr 


= 一 S| CP 十 ql; i (P 十 g),—1, | 
IK P1 — ic T Pa) 


得 (4-3- DN UA 
, Q(— u"), i Í 
Mj, E RN mn [TO Da I ap T Gud m gp) [5. (4-3-6) 
由 (4-3-4) 式 可 边 
rt [^ aP B [ne] 3 
Ei daa 2:rdxdr-— 21 ii : zir- P |drdz 


一 一 2r| [C44 — (CPr),-1 | dz 十 2xPjJArAR 
== — (Pals, m PS, 十 POS, n 5.) 
— IIO, I P$, 4- (P, — P,425,] 
— l, Adv e — 2zr j| dije;  d,-i) Àr 


—-—(941—34;1),5; 
一 115 一 
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土 式 在 积分 中 r+ 取 平 均值 ”并且 
55 = Jar ;år 
(4-3-4) 式 的 离散 格式 成 为 
《一 v^), l r. 
ME, A 一 一 y LP 1,25. T (P, i m gjd m q;-1)05, (4-3-7) 


(4-3-5) 式 右边 的 离散 较 复杂 ,P 和 4 分 开 求 
IM i P| x 4 aT dV 一 一 222 MK Gs, = u, j)rdr 


十 [^ 
Fid l 一 区 i-i 

` ( PCS dr | 
+ 


1— 


一 一 p, | Gi e uj -1),9, zu (v,,15, Dem v, 15,); | 


- M ay — one 
IK Hav = IN 到 gx — «Jav 


= a| (qu),,1 EXE Qu» | Gui 十 r,-1)r 十 mus (q+ 
m g-t), rt H rt) Ar 


1 
= FSL — 4) E acis — 0] 
uH 1 2 É 41 3 2g 
E pup e ,| road vzdy 
= 2r| ug) it — (rog), -l | Az 十 EArt Gr — q;-1), Ar 
H r F, r T 
== FL S — Spm) + g-t S; 一 Sete 


(4-3-5) 式 离散 格式 成 为 


Aa 


(ec - e"), a [ C PP - " 
Mr — -—— Pr | Gud e u, 12,8, 十 v 195, MN vj- 1$, | 
l " EN " H PR E 
— l0 02 5 u,) Tee g-t u, mm ui) |S, 


1 P BE Pa. Ea a 
T 31d CS aua 一 S5,) 十 qi- 5v; m 3139,42] (4-3-8) 


式 中 
x 一 d u^) 
PA 
vl) 
2 
人 工 粘性 由 下 式 给 出 
Bp Cit 一 a); Xj uL up, 
qi (u? 十 vL. < CE 
0 否则 


== l6 = 
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B (pe) i+} (U, 77 UG =i Ui U+ 


qal (十 vta « EGO (4-3-9) 
0 否则 
AF B. 为 给 定 的 常数 ,c 为 音速 . 当 流 速 很 大 和 时 , 格 式 烙 性 就 驶 了 ,可 有 取 9 二 0. 
4.3.3 WiZ 
PL + divpfu = 0 (4-8-10) 
xp og. ARERR 


n divpfudv-— [ofu * nds 


= [Gf — Gf), ] S, 
+ OFO) dS, 一 (Gfv),-48, (4-3-11) 
上 式 中 亚 为 输 运 画 的 法 阿 单位 向 量 , 上 式 的 物理 意义 可 由 图 
4-3-2(q) 表 示 同 上 和 向 右 的 输 运 面积 , 面 实际 输 运 面积 应 为 图 
4-3-2(5) 中 钢 线 面积 ,其 中 有 部 分 面积 已 输入 到 i 十 1,j 十 1 网 


格 , 而 (a) 输 运 中 则 没有 ,其 误差 是 OA) (4-3-11) 式 中 ofu i 
和 efv SARLA. DRE E. 下 面 讨论 取 法 ,以 右边 P (a9 
而 积 S. 的 输 运 值 pfw 为 例 进行 , 即 ; 和 ;十 1 格 之 间 的 输 运 量 ， 六 

(1) 算术 平均 法 


(ofu) = FT, + fuza] (43-12) 
(2) 贡献 网 格 法 ,也 称 DA 法 


车 t+ = I. Hump) 20 (4-3-13) Ty 
4-3-2 A 
则 t 格 为 贡献 网 格 CDonor Cell} ,i 十 1 格 为 接受 了 网 客 {Acceptor dle 
Cell) d 3 (8 CE RA IST PA EL: XE IE RRCCO Pu, XT uui. 0 则 ;十 1 (5 实际 输 运 面积 


Xr SHARP ER. ELS HR Cou)... DA 法 可 由 下 式 计 算 


(ofwa = ÈQ + sgn nap OfO, 0 sgae pofu) (4-3-14) 


式 中 sgnu+3 定 义 如 下 
l > ü 
sgna, 1 = | Mj uud = i 0 {4-3-15) 
x «0 
(D 部 分 DA 法 
pf 用 DA 法 ,a 用 算术 平均 法 ,得 
(pli) 一 +a T sgna,, 1) (pf), 十 《1 一 sgnu, 41) Cof sr |C; + #41) C4-3-16) 
(4) 交错 型 
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(fu). 4 = o LG) + Gf] (4-3-17) 


(5) 线 性 插值 法 
of Au AE i 和 i 十 1 之 间 呈 线性 分 布 ， 
如 图 4-3-3 所 示 , 设 i 格 为 贡献 网 格 ,27 取 输 运 宽 
HE waz 的 中 间 值 , 即 
A 


pf= (pf) + LoD — (f), ] 5E ERE 


一 zi He zd (of ), 


l uM 
+ lai- vn. (4-3-18) 
ERP a 均 取 lu. Hd. AITA a 也 图 4-3-3 pf 的 线性 插值 取 法 
取 线 性 插值 , 妈 
u 一 中 十 【一 起) Tut 

解 得 

u u, 十 FERT 

u 一 fi p Caa " PS Drg (4-3-19) 
Ar 


Ext RRRBGEBLZGSERURCTTOM SER ERES s EBRUAS de. (1) 和 4) 相 当 寺 中 心 差分 ;是 二 阶 精 
度 , 但 是 稳定 性 莽 ,需要 加 人 人 工业 性 ; (2) 和 和 (3) 是 一 阶 精 度 , 稳 定性 好 ， 
为 了 书写 方便 , 令 


CT OY Ys | divo fudV (4-3-20) 
H (4-3-10) 54548 
æ fiy 
]. at 人 


质量 守恒 
Æ nr 
]. Adv = (ToP 
p= 人 Tp), (4-3-21) 
F 
动量 守恒 ， 
网 格 质 量 M, 显然 有 
Mt Lun, (4-3-22) 
XI x AHEHE. S 
d (gu) — Cpu» 1 . : 
最 后 得 
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At 


uL 一 | Men E ar, (4-3-23) 
对 于 r+ 方向 动量 方程 得 

vit! = pe - ies TE, (4-3-24) 
对 于 能 量 守恒 得 

ert! = | Lud Es eT » (4-8-25) 


也 可 以 像 PIC 法 中 那样 , 先 计算 总 能 Er ,扣除 比 动能 部 分 | 2^ 十 Lv] 得 到 比 内 能 . 压力 
PLU 由 状态 方程 P(p,e) 久 ; 得 到 , 至 此 完成 一 个 循环 步 
43.4. 稳定 性 讨论 


用 Hirt. 启示 性 稳定 性 分 析 方 法 讨论 一 维 情况 , 它 可 以 代替 二 维 的 稳定 性 讨论 . 在 讨论 时 ， 
可 将 上 述 二 步 高 散 格 式 消 去 带 一 的 试探 值 ,合成 一 个 离散 公式 讨论 - 下 面 仅 对 质量 守恒 高 散 式 
进行 讨论 . HER BEST 877 E 


æ 5 ES 
3; +t a, P 7 0 (4-3-26) 
用 部 分 DA 法 离散 格式 ,并 取 
uud 一 ZG. i5) (4-3-27) 
得 


gu—gp, 1 
十 misc p paa Cti He Hu) m (B. T Bi-1) Gs, MF ual 


— d [Sei Go 一 po, t uu) — Sui — 5-00, F uw (-3-28) 


上 式 对 i 点 作 泰 勒 展 开 , 取 
r= A, h = Ax, p= E, po = TE 等 


2 

MES RICO H G Pad 十 
A? 

P gc AG, 2 9) god 


1 EB — ho. 十 Y qum 
对 于 s BIERNSUIEOGTIEOX IB] E f$ -3-28 3X0 T ffe d$ T O HRR AP RE 
到 二 阶 偏 导数 ,得 
o d Tes de | [2 + ho, t os] [20 + hus + Sun! 
a v 一 hp, + pus] | 2u" 一 hu, + POM | 
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-galihe Te] ( e + hus + pe 


E Sur i he, = os] ut 一 hu, + us |= 0 (4-3-29) 
为 了 消去 pus HC -3-26 2548 
p,— — (gu), 
Pa 一 一 Lau) 一 一 [Can |。 (4-3-30) 
由 一 维 动量 守恒 
(pu), + Cou*), + P, — 0 (4-3-31) 
代 人 (4-3-30) 式 得 
Pa = e), + PL], = (put, D. + (up) H- (hp, (4-3-32) 


式 中 < = P, 
将 (4-3-32) 式 代入 (4-3-29) 式 消去 记得 到 带 有 着 分 余 项 的 微分 方程 MPDE 


z 
p, + ni 十 c"p,]. + cCpguu,)2 + Cpu)? + E (Puts. 十 ou0,,J* 


È u A h? É 
= Susi Ep, + E up), + E Gas tapaa) | 


: h ph’ : 
- Su 1| So. — Gps H E Cats. 一 up) | =F (4-3-33) 

ERAMA F 表示 ,分 三 种 情况 ， 

CI) ul > 0. ui 270, fF = 5 Cup, 十 Puspa 

(2) uà «0, ul.) «0, RP — (pO, — upa 

上 述 两 种 情况 ,(4-3-337 式 成 为 

] 中 ' 5 h? 
ei QU. = F| {a — rla, — E. pulos ] — rmt — E Guo, 

LE X88 SCR XILSR MARR AET., t ERE TER CFA E. BD 


PC 


h 一 T ize | = Tu] > + 
A fee | 
u* d- c* 
由 上 式 可 见 , 如 果 速 度 较 小 , 则 粘性 项 小 , 步 长 将 取得 很 小 ,为 此 要 增加 人 工 粘 性 项 . 
(3) uf. «C0, uit > 0, (4-3-332 式 成 为 


(4-3-34) 


T< 


n 
pi H (Qu), 一 一 和 (ps — F Gh. Tuus). — up. 


BT «(BBaislE: d fEIESse0o:YAUB T XSEEEII 2g t fE «P3 E — XE RE JUILALTL PETI. 实际 
E BUT 5 $8005 4 TRAER R AERE ulr RIP REIN A2, Bp 
-一 Jm (4-3-35) 


对 于 二 维 情况 ,稳定 性 条 件 取 
= 20 = 
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(4-3-36) 
4.3.5 总 能 量 守恒 检验 
ig EOS SCENE EE 
E" 一 LEN (4-3-37) 
P" ug AU SER RS BERNCOS Er ORE ALS ERA E - dk Ar 期 间 由 边界 格 进 和 人 能 14E,,, 流 出 
能 > 4Ew， 计 算 目标 区 为 z 方 向 从 :一 1 到 7T.r 方向) 从 1 到 7, 外力 对 目标 区 作 的 功 为 
西边 界 ; D GPOLSSA 二 W, 
LUE 3 (APu); 15,4 — W, (4-3-38) 
南边 界 ， X AP SA = W, 
Jon R. S (APU) ASA = W, 
E dp E; 和 各 个 A 计算 步 能 量 输 运 及 作 功 的 总 和 
Er = E; + AS TAR — TA + WE Wi Wi WO — Q-3-39) 


kx] 


ü 


PRSE Ev 
ERE. DN eL Eg (4-3-40) 
f 


AP e 为 预先 规定 的 人 允许 误差 , 则 计算 继续 进行 下 去 . 
4. 3. 6 PLIC 方法 讨论 


FLIC 方法 和 PIC 方法 一 样 ,适合 于 计算 有 大 变形 的 流 场 , 由 于 采用 了 连续 输 运 , 内 存 和 机 时 
比 PIC 方法 节省 很 多 , 缺点 是 只 能 计算 单一 种 材料 , 使 其 应 用 受到 了 限制 , 为 此 发 展 了 一 系列 处 理 
混合 网 格 的 方 靶 , 以 便于 计算 多 种 材料 问题 ,同时 也 是 为 了 更 好 的 处 理 边界 非 矩形 网 格 . 


$4.4. GILA 方法 和 MHEP 方法 


这 两 种 方法 都 属于 欧 拉 型 方法 ,但 都 能 计算 多 介质 的 二 维 流 体力 学 问题 ,它们 在 内 界面 显 
示 以 及 输 运 计算 中 都 有 其 独特 之 外 . 


4.4.1 GILA 方法 


一 、 概 述 

这 个 方法 是 Ff. H. Harlow. A. A. Amsdeni974 年 提出 的 {下 ,其 特点 有 

D 差分 计算 分 型 为 拉 氏 、 欧 拉 和 扩散 项 一 步 计算 ,最 后 一 步 在 此 不 介绍 ; 

(2) AREH. 所 以 能 上 政 在 体 流 速 范 围 内 计算 ; vB TL UPPER ECL DTU FG 

(3) ” 输 运 计算 用 连续 输 运 ( 类 伺 于 FILC 法 ) 和 离散 输 运 (类 似 于 PIC 法 } 相 结合 的 方法 ,在 内 界 
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Vas EET RR AIR Pci e RTL SER ALI RS. 同时 , $8 PIC. 方法 
比较 , 又 节省 了 内 存 和 初时 

现 以 二 维 平面 问题 为 例 , 且 系统 中 只 有 了 两 种 材料 , 记 为 “， "和 和 
“K”, 变量 oues P 定义 在 格 心 ,#,v 定义 在 格 边 , 见 图 4-4-1, 网 格 厚度 


为 1 ,体积 为 
V, = ArAy 
工 、 拉 氏 步 计算 
基本 方程 在 体 元 上 积分 得 i " 
T= ju - RdS (4-4-1) 图 4-4-1 GILA EE ER!EK 
da ~ 
M 二 一 一 $P a。 Hnds (4-4-2) 
de uM dV 
AMT P dz (4-4-3) 


对 于 混合 格 ,质量 有 M. Man MAHR A V Van Potro 时 刻 的 量 , 右 上 第 SERE S. 出 
C4-4-1) 一 《4-4-3} 式 有 


lro ~ - 
aL es Lo E (V— Vu] — Mh ucl. Ay 
Eg (Tipet E v, 1) Ax (4-4-4) 
(4 — 0l, T" T 
ML, igi "o RR (Puy, — Pu) ây (4-4-5) 
(v — D+ ES Fe 
Mi = d Pu c P4) Ax (4-4-6) 
M.,(e— e), — PO — V), (4-4-7) 
M, Ce — 2T PILIS P,(9 — VO (4-4-8) 
状态 方程 
S M ~ 
P, met T d TEES 
:三 J E: . (4-4-9) 
P M ~ 
B, = f, 5e (4-4-10) 
V xu 


(4-4-4) |—- (4-4-100 HE 7 个 方程 ,7 DRAB cuv P, Vus Vxos eexiy* 所 以 是 
封 夺 的 ,但 得 不 出 显 式 公式, 只 有 选 代 . 现 介绍 Chorin, Hirt 迭代 方法 . 


NIE Z c1 KERER Z o KERA Z, Bp 
Z'-24 82 (4-4-11) 


3 (4-4-50, CA- 4-6) LA CIA D S TES uo AV a on P A Efülill E" * "8.48 
AUG — 0, t Ot — Vo. de Gud, Ay E oyp — v, DAE 


Pan -Pt Peer 
i I 
ACA?! MIL Mi | 
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P, EM E 
— Ar (Ary OMA d Mo ac| 0432 
Ty 


275 


m = V. T V... (4-4-13) 
Pr = P, + P, 
H 
a oan EN 
| Bls $ O dV 8e 
而 
re 
e 
所 以 
o Y. 
2 M 
因此 
lp 
2 piP 一 一 aP 
|y: " 
BV. 一 一 B INC " ] 
(4-4-14) 
s VV - 
8V Vus — Mail, M 
将 (4-5-13) , (4-5- 14) A C4-5-122 5848 
~ D 
à rr S H ATAY (4-4-15) 
式 中 
l VV V.! Hielo 7 Ha] Unh Vi 
Po T AARAy T 08 VOT Yala — Ax E áy 
1 
H, =| y zi 4 tau " IE b gg s tuos 
y? V? 
ura et T M, al 
RREA: 


(D oR D, Da e GE E AR: 

(2) X Pi P; 

(332 {ÈA (4-5-5), (4-5-60 3k (8 TENTE 

(4) BiGe-5-- (GI-5-100 3XGR V ts etu BIER V tuo BOR V nu 

e Xo X25 0 BELLE dA C 

对 于 纯 略 ,方法 与 上 述 一 样 , 不 过 材料 只 有 一 种 ， 

za k HE 
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网 格 可 分 成 三 种 ;空格 \ 纯 格 和 混合 格 , 如 图 4- 
4-2 所 示 . 每 一 个 格 边 只 能 有 一 种 输 运 格式 


OD 连续 输 运 , 适 于 — 
reet "EE 
O 无 质点 格 和 纯 格 之 间 ; T 
& 同 种 材料 纯 格 之 间 ; 
@ 任意 种 格 之 间 的 动量 输 运 le el 
连续 输 运 计算 方法 如 下 
(D 求 质量 和 内 能 
MF =M — AM, — AM, 混合 格 


十 AM 十 AM (44-16) 图 4-4-2 ”三 种 网 格 
去 中 


| 1+sgnu,+3. js, 31 1—sgnz,, 1, Pais [is d S AYAL 


[> 
A 
| 


(1 十 sgnzw 1] o; 导读 1—sgnv, + 二 p, "i Vi j} Ax AM 


| 1 十 sgnzp -二 二 


2 | 1—sgnu, ), 7 | e, e H-t, QA yt 


Ü> 
E 
e 
l | | 


| 1+sgnv,,,}) EE 1 —sgnv, lm 站 ij P. AE v 4-1 mA 


E> 
E 
1 
pa |= 

| 


+ [—ACMe ry st AMe) ,3AMe) ,sy tAMeD,, 


Hen 
(4-4-17) 
上 式 中 右边 的 四 项 增 量 与 质量 增 量 算法 一 样 . 
Q sk uiti, 如 图 4-4-3 所 示 , 有 
(Mu, E = MID, — A Mu) A(Mu dpt ul 
t AMu), 十 ACMu), i: (4-4-18) 


式 中 
l 
ACMu,,,; = H l + SENK, + nr UE. 


图 4-4-3 求 tax. 


1 - r~ 
十 FE = Sgnuy;,.;.,) M (gu), 1, Ay A 
ACM — [1c sgn9. 1,4) (oa 
uae ame: = ri E hti] (uui, 
十 ji pcm SENU; 十 了 Ljet] Cou) +44. PA Utt, Hed Ara 


(1 + seni), y+ (1 — sgn) d, | QD. Ayt 


ACMu),,, = 2 


ACMu) yog =| ELI + S89 245-3] GID dua 
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1 一 =a = 
* sme] (pi), 4. [Uu ;- 1 ATA 


一 一 l d f 

Viae "o US dc veas 
in 1 1 ER ] —- T 1 l 
cc Ed M c ELE 


F 所 以 由 (4-5-18) 式 就 可 求 得 11. 
D oR vili. WA 4-4-4 所 示 , 有 
(Morgat — (M"v), Pe ACMWv3,,4 — ACMv), lyet 
+ 4ACMHo) y + OB) 1, (4-4-18) 


式 中 


ACM^v),, ,+ = 上 十 sgno, vade x =l 


+ EUIS sghü 1) 9,4 (00) pArA 
ACMv) rd = E 1 + sgn, s, 1) (o0), 
T zi 上 一 sgnu,.i. 7ilGvw ) Hi Jd 4 yat 


[1 sgnv,,) v,, i-i e zi ] — sgnv,. Hv 9, o od), Ax M 


ACMv),, | 
ål Mu) l + 二 [5i Lr sgnu, 1, 4-1] Con, al 
T $i 1 — sgnz, ).,.1] (ov), get 二 ul Ayi 
Hull = 了 (i | | 
E pl 3 [| 


所 以 由 (4-4-19) 式 就 可 求 得 zi 
E 3k gu 和 和 p 


He duas c 434-.-. 
P ndi ArAy (4-4-20) 
PLU = fm eu. (4-4-21) 


(2) 离散 输 运 , 适 于 不 同 材料 纯 格 之 间 以 及 混合 格 与 任意 种 网 格 之 人 向 的 输 运 
OD 设 格子 中 有 ， 材 料 标记 点 8 个 ,质量 为 Mu 每 个 标记 点 的 质量 记 为 Gm L7. Oe) 


所 设 

m4», 一 E FI 上 (4-4-72) 
TA in e R9 A EAE Gs D mf] E 而 且 也 随时 间 ;而 变 ， 而 PIC 方法 中 质点 的 质量 是 不 随 
时 间 变 化 的 . 
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Q ipEm. nti RARER. AAR MAC. WME 4-4-5 所 示 , 首先 确定 与 点 孝 近 的 参与 
加 权 平 均 的 四 个 速度 值 : 其 次 确定 加 权 面 积 ,以 最 邻近 的 四 个 速度 定义 点 的 中 心 点 引 邮 的 网 格 
线 ,将 以 标记 点 为 中 心 的 四 边 形 商 积 Aray 划分 为 四 份 ， 


图 4-4-5 ”速度 值 与 加 权 面积 的 确定 
a. u 及 加 权 面 积 ; ^. v Riu e 

D 如 果 标 记 点 离开 了 原 格 , 则 带 走 了 相应 的 质量 和 能 量 ， 

GO 同一 个 格子 的 四 边 可 能 出 现 两 种 输 运 方式 ,如 图 4-4-6 
所 未 ,对 于 格子 4, 左 .下 边 为 连续 输 运 ,右上 边 为 标记 输 运 ; 
对 于 格子 号 ,都 是 连续 输 运 . 

有 的 带 标 记 点 的 纯 格 ,只 有 连续 输 运 (如 BB 格 ), 计 算出 
标记 点 的 坐标 ,如 菏 离 开 原 格 , 不 起 输 运 效应 . 

€) 混合 格 的 邻 格 必须 有 标记 有 点, 寿 没 有 ; 则 应 补 上 ;如 上 图 中 
格 于 口 ,开始 为 空格 , 而 当 右 邻 格 为 混合 格 时 , 应 有 标记 点 . 另外 , 在 
计算 过 程 中 ,可 以 根据 网 格 中 标记 上 感 的 数量 增 减 标记 上 所 数 . 


4.4.4 带 示 踪 点 的 欧 拉 型 流体 弹 塑 性 程序 图 4-4-6 网 格 的 两 种 输 运 方式 
—-T— af 标记 输 运  Cilksks 


为 了 解决 混合 网 格 的 连续 输 运 问题 , 美国 C. L. Mader 等 提出 了 2DE(1972) 方 法 [9 RHR 
混合 网 格 中 两 种 材料 的 具体 界面 位 置 , 按 一 定 规则 计算 混合 网 格 两 种 材料 的 连续 输 运 . 徐 国 荣 等 提 
出 的 多 物质 可 压缩 流体 数值 计算 方法 (1980)-"1, 原理 与 2DE 类 似 . (EXE 2B" 等 
在 此 基础 上 ,在 于 志和 鲁 的 帮助 下 ;编制 了 带 示 踪 点 的 哆 拉 型 流体 弹 塑 性 程序 MHEP (Marker Hy- 
drodynamic Elastic Plastic), 采 用 二 维 流 体 弹 塑性 模型 “和 ?分裂 离 散 格式 , 混合 网 格 用 连续 输 
运 , 有 无 质量 示 了 中 点 (Marker) , 可 以 显示 界面 和 材料 流动 历史 ,能 够 考虑 材料 的 断裂 和 熔化 . 为 了 
考核 程序 ,将 MHEP 程序 退化 为 一 维 程序 ,和 解析 解 结果 作 了 对 比 ,两 者 符合 得 较 好 , 用 MHEP 程 
序 计 算 射流 侵 彻 问题 和 实验 结果 作 了 对 比 , 符合 得 较 好 , 

二 、 控 制 方程 组 


* 参加 此 项 工作 的 还 有 彰 金 华 , 李 相 锋 和 张 华 . 
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采用 的 符号 如 下 
riz,0 柱 举 标 ; 

_ 19 “平面 对 称 ， 

Ouo Wo. 
可 my Cert Faer Uu 应 力 张 量 分 量 ; 
Ems Cua Eg E 应 恋 张 量 分 量 
or Dus Sas Su 偏 应 力 张 量 分 量 
u(u., tt) 质点 速度 
qrr Qus qui qa 真实 粘性 张 记 分 量 
qrr Ges 99 ATL TE 


P 压力 
o Wm 
e HPBE 
V PR VERBI 
B NDA 
Y. 单 向 拉 伸 局 上 服 强度 
c 音速 
M, PIP H E 
(OD FEJA 
3p dp à uy) | ul 
ap Tu E a en | ES t (4-4-23) 
du, du, 2/8 as, oo "PEE 
ERE REDE RE EE (4-4-24) 
i Ai, à, ou. aT, ae. eua 
P| S cru m Ru o TE x75. (4-4-25) 
E 式 中 gr = Sa Far — (P-Eq) 
g.. = SR zm "P (P 十 q.) 
Jg = Sg 十 quo — CP + go) 
g, 一 S T q 
d de de gt aa ? : 
(S teg tug] PEO ZER 十 2 十 (Sr eDR H Su H a6, 
T CS gg 十 pr 十 2 十 qrr 28, (4-4-25) 
式 是 a 一 0 为 平面 对 称 ,a==1 为 轴 对 称 情 况 . 
(2) 真实 粘性 
r7 UC 
2, = dus dr d 
oi ā 17) 
Qa 一 ZB, x 3 2 
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Qa) = 24, 4 — — l y 
Tos F^ 3 V! 
l P 
q.. = Hl e 十 ud 
V 12,, t, 
ETE ETE 
(3) 变形 几何 关系 
A 
E- = E" 
ME 
E; m x 
" AH. 
Cas == ud 
. 1 kt, 2E 
En 一 al F z x 
(4) 应 力 应 变 关系 
Lou S s 
5, = 2| En d in. 
加 1 T 
po Ex 2| Ev d 4 vi 十 9. 
: m M 
So = 24| Egg 一 E F) 
Ses. + Ôn 
式 中 eB SEULS 0, D e ETE RE 
Ôr 一 35 — 5^ (eost — 13 + 5,sinZwe 
Ô re IUS Öp 


à. = $. (cos?w = 1) 一 iG. — 5,,?s5in2« 


; | lieu, da, 
sine 一 2 | di 


2 i dz 
(5) Von-Mises 屈服 准则 


F = YQD3(8,7 H- S, H 8,7 H- 5,5,1 ]7? 


5, Fl 

ui IFS, F<] 

(60 状态 方程 

根据 不 同 的 算 题 ,采用 不 同 的 状态 方程 ,直面 介绍 两 种 . 
(稠密 气体 状态 方程 


So EET E 
P = a! 1 十 2 oe 
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(4-4-28) 


(4-4-29) 


(4-4-30) 


(4-4-31) 


(4-4-32) 
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4 


b= (Y — 15 
AF cA Am 分 别 是 初始 声速 和 初始 密度 ,7 是 材料 常数 . 
2 AI EX ivlie-Crriünersen 状态 方程 -9 


P = A t Be + Cy, + Det t En? + Fi! Gu? T Hg (4-4-33) 
HC " uu 

A =— Plot 

B = Dopo 

C = pye? 


D= TE | 

E = pe [DBA — D* — (2 TrA 0] 
P= Fesa Ep E peg 
G = pyil5(A — D* — 20 — PG — 1] 
H= Z p2 =Po 


AP To A Grüneisen 系数 ,;c, AA DAE IRR ERE e 和 粒子 速度 u 线性 关系 中 的 系数 
t, — c, 十 Àu, 
C) 人 工业 性 | 
q, = a'pC| Au, | — Au,» (4-4-34) 
q, = a'pC] Au, | — Zu)? 
AP a 为 系数 
(8) Le 
当 网 格 中 比 内 能 。 超过 某 一 值 2。 时 , 则 该 网 格 材料 熔化 ,此 时 取 Y 了 ,=0 
(9) Bra ae VE 
M —— PzP, pxp 
m P-—0 
HFP ARRET e 为 断裂 密度 . 
(107 RRA 
在 网 格 内 或 在 界面 设置 无 质量 示 踪 点 (Marker) | Sg Ex 5g FUR BE 38.23 m 个 示 踪 点 的 
XE BE EROR n BEXID or. zs BIA n e^ M 71 BERI Ab 
pd olo bout 
gl ommo" JE wa 


(4-4-35) 


三 、 离 散 方 案 
差分 计算 用 和 分裂 格式 ,分 两 步 计算 ,分 两 步 计 算 . 第 一 步 是 拉 格 朗 日 计算 ,第 二 步 是 输 
运 计算 ,最 后 进行 示 踪 点 坐标 计算 . 对 于 时 间 用 向 前 差分 ,对 于 空间 用 中 心 差分 ,得 到 的 是 一 阶 
精度 显 式 格式 . 网 格 及 变量 设置 见 图 4-4-7 ,计算 域 用 两 族 直线 
r? = fA t = ].2,.]e£, 
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r= jär j= lafa mn 
9 ss. gu 8339-3 — HE HE PEERS. 网 格 尺 十 az 和 An 可 以 是 不 等 
长 的 . 网 格 立 的 上 面积 为 


$,, = (2mjárY Ar (4-4-36) 
Bir BUS 
ine EV — llarja (4-4-37) 
体积 为 
VESPL FEE |A | Araz (4-4-38) 


Ek A Te dE E SUE LIS RRIF EHE X TER C. | 
混合 格 中 允许 有 两 种 材料 ,以 材料 号 为 1 和 2 38. 44-7. EMHE 法 变量 配置 
为 了 处 理 自由 界面 网 格 , 引 入 体积 比 “ 


ME (4-4-39) 
ERY Xu emIBERB.oeCT1XBHBAENEGTENBIESLISBESSo 等 于 1 为 内 格 和 非 自 


由 边界 格 , 不 作 专门 处 理 ， 
四 、 时 刻 一 些 物理 量 的 确定 


Eae RA i RARR M oeu u 309 9:20 7E- 3-0 
(OD K PT 58 e, 
对 于 纯 格 
"S =y (4-4-40) 
P4 = P,O, (4-4-41) 
对 于 混合 格 , 用 上 式 分 别 求 两 种 材料 的 妃 和 za 由 
Pie = Ps, 
Pie 十 gay 一 
即 可 解 出 各 量 , 但 是 要 用 迭代 求解 ,采用 梁 德 寿 提 出 的 部 分 体积 加 权 靶 
Pr = (oP T 0,P (4-4-42) 
可 以 直接 求解 ， 


(20 熔化 条 件 和 强度 
f eng 0 3 EHBICICPRBE 5 e; 大 于 em 时 ,材料 熔化 ,其 强度 Y& 为 等 ,否则 按 线性 下 降 


€Àj T. pa 


(4-4-43) 
Q ER; T CB. 
(3) 静水 压 
由 状态 方程 求 得 的 压力 ,要 作 如 下 修正 以 扣除 塑性 变形 部 分 的 将 应 ,因为 状态 方程 是 由 实 
验 定 的 各 系数 ,包含 了 弹 塑 性 变 表 ,而 静水 压 仅 考 同体 积 变形 . 


Pj, = Py 1 = OZYR 


3PLAP, (4-4-44) 


ce 90 c 
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式 中 PLAPs 为 上 材料 的 静水 压 收 正 系数 . 对 于 混合 格 , 取 


Y? == min Yi Y y 
(4) 破坏 准则 
A H Pha Pgs Pa, — Êh 
P$, — 
0 否则 
式 中 PP 和 pr 为 8 材料 断裂 临界 和 值 . 
(5) 粘性 
真实 粘性 ; 
(el 一 uc 1 EJ 
idi ^| Ar - ilv], 
" LS — u -1»5 j] V | 
Garit 2 Az zx 3 M. 
qa > jn uH care pi nud 
Ar Ar 
Vas (ru iul 一 Cr un), C = Us); 
Rip, ecc Loc qe EN 
人 工 精 性 ， 
qnl = a gm ma uwt— 《ri+l 一 up] 
Get a' ol uis, — Ha b 2c CIT me us] 
Ah. REX 
REL 
B8 — 
rr = rr,zz.00 
Eq. 


RJ ELIB 2E 00 4p RC» 183 (4- 4-290 3 


hi 
Sa 1j 


四 " 5. n M . 
[sihr pL t [a Jr 


CM = Ord TF At m. mm (S, n 23.17; 


其 中 
(ul m u,, 1); 1 V 
rrj T 2 : : Md v| 
7 i l år 3 | V i 
"e EE me dm 
x: 去 qa 
" z C ul) (2,1 m En 一 上 
2; A Az 
ES i9 Z Hng) Gee 7 = 
2 Az Ar 
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(4-4-45) 


(4-4-46) 


(4-4-47) 


(4-4-48) 


(4-4-49) 


以 上 得 到 的 是 ”时 刻 的 格 心 值 ;而 ' 时 刻 的 格 心 点 在 三 时 刻 和 位 于 P" 点 ,与 格 心 的 位 移 为 
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e [nj : D. TUE up 
Hi: D, = 一 uL; 
p RES S, 值 就 是 5S"*! 值 ,而 3, (E PIC 中 面积 加 权 的 方法 , He RS A PLA ER SE 
权 平 均 得 到 . 
H (4-4-3D 3&3 FLU 
FL —YzU[305, t Sn? H 8, 4. 5,9,021 1-73 


(4-4-50) 


FS sn MESS < 1 
DH | (4-4-51) 
DInj P . 
式 中 脚 标 xr 表示 rrr;zz rz. 
站、 守恒 方程 的 拉 格 明日 计算 步 
(12 速度 计算 
由 (4-4-24) 和 (4-4-25) 式 去 掉 输 运 项 ,再 按 * 方向 和 x 方向 两 步 计算 ,得 
" Ae EL 205 epa ege Lu we ps Euer 
H = Ha t 一 Ex S AU EMEN E E AL 
Pal rr rir 
(quil — 9,241 "oet (S qna Py. 
— {q HE ni H a Mn Le Fan Pad (4-4-52) 
" " (Do rip uL cum Pe 
Ha, UA, + Eee NOR (4-4-53) 
= A A riu T Gre Deth rii Sa Si ead 
Ha, — Mar zs g, T 一 A (4-4-54) 
一 m. M (nt e i seges a l, U ue E es SJL; 
Ba = By e 加 DD ROME (4-4-55) 
其 中 格 边 值 均 取 相 邻 格 心 值 的 算术 平均 值 . 
(2) 比 内 能 计算 
r 方向 比 内 能 增 量 Aes 
AZ. Aj Filiin c qu2iy — rnlIusQ1(0P, cT grd) 
Pu pr r^r 
CE: 5 dr +1 u Boc u =d u 
=e i E Z O TM k H LN iid MCN: Gu. -A 
A TON + | 二 一 n (4-4-56) 
z 方向 比 内 能 增 量 A. 
Ae, zi sad UP, E Jatha) mm om 十 Qa-1,;) z (quil ma q.-1); 
gj Az aj Az 7 


二 (Gatl p g" ned to} GH | gr nrpu Ha :J (4-4-57) 
( xr FT Girdi A 二 rx e gi um 
xfi, = Gi, 十 y RAHE, 
对 于 纯 格 
ey = Ce" + de, + Ae), (4-4-58) 
对 于 混合 格 , 比 内 能 增 量 按 体 份额 分 配 
== 32 = 
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és, = | e} + CAE, + AZ) - T 元 (4-4-59) 
1 F} 


七 ,守恒 方程 的 栓 运 计算 步 

方法 间 FLIC 法 的 输 运 计算 ,不 同 的 是 有 关 混 合 网 格 的 计算 ， 

采用 贡献 网 格 法 ,以 i 网 格 的 右 俩 面 3, 的 输 运 进行 讨论 ,并 设 i 格 为 贡献 网 格 (DC) ,i 十 1 
网 略为 接受 网 格 (AC) ,下 面 分 几 种 情 说 讨论 . 通过 S$: 面 的 质量 输 运 为 


2 
Am, = D LGB, LS AR (4-4-60) 
fm] 


式 中 pE 0 物质 的 输 运 面积 份额 . 
中 DC 是 8 物质 纯 格 , 则 不 论 AC 是 那 种 类 型 网 格 , 均 取 DC 中 的 密度 ,并 且 Al: 
© DC ERG, AC Eai, ME 4-4-8. 


图 4-4-8 DC ROR & IR. AC 是 纯 格 的 情况 


根据 连续 性 原则 图 中 < 是 最 可 能 的 , 即 先 输 运 9 物质 ,不 够 时 以 3 一 8 物质 补充 ; 
Gà) DC A AC 均 为 混合 格 , 见 图 4-4-9, 根 据 连 续 性 原则 ,最 可 能 的 是 c 情况 ,5 情况 较 少 ， 


1 十 1 


(a (b) (e) 


E 4-49 DC 80 AC HARRARI 


ATEB BS A 

Bi 一 L9» 十 (epiac! (4-4-61) 
ó 55d 

Ama. l = (pau), 1,5, At (4-4-62) 


DC 格 中 8 物质 的 质量 为 Mio AAIE 80, B 
Ag 一 Min. 一 AMs.1 


Ti 46<0, 说 明 DC 中 8 物质 不 够 ;不 足 部 分 改 输 运 3 一 8 物质 ,考虑 这 种 情况 的 输 运 公式 为 
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Anis. min | Mic» Amang + asl AG — DL] (4-4-63) 
Pail pc 
Am 
l < 
M ACS3 — Ë 
idi lo aa ISa 


在 (4-4-62) 式 中 ,wn4} 由 下 式 求 得 
" E EY TT (4-4-64) 
Hp] — My 
| 


式 中 5 一 0 是 算术 平均 值 ,3 一 是 线性 插值 , 同 (4-3-19) 式 ,3= 0.5 是 介 于 前 两 者 之 中 间 值 ,党 


RE 
x 
六 引 一 


Hg 6—20.5. 
用 类 似 的 方法 计算 上 面积 5S,, 的 输 运 质量 , 则 
Map = Mi, — Amo, — Amas + Amal, + Amg „l (4-4-65) 
f= 1.2 
A3 = (M, + Mom (4-4-66) 
r Jiizs x 
X8] = Mu,),,, — Amaal, 一 (um), sl + Cu, Am $i, d Ame); m 
(4-4-67) 
z 方向 动量 了 
YA! = (Miu; — Gu Amy), — (Cu, Am,), sel + GnAm ahd F CU Ame) pd 
”时 刻 速 度 
TT " 
el] -x +t) cien 
能 量 输 运 由 下 式 给 出 
GS MY? = (EM), — (Esme) uui, — (PAm) ss + Cim) 4 + (Edme): 4 
(4-4-59) 


R E, = eg H LU bug) 


epy = pa Er) ntl 一， i. z 十 Hu D 


FM. REESE d$ 
记 示 踪 点 速度 为 (xs ou) ,用 最 邻近 的 四 个 格 心 速度 值 , 用 面积 加 权 法 求 出 Gut 
u^ 777 , 据 此 计算 出 经 各 后 的 新 坐标 . 
JL, EA 
采用 CFL 条 件 
— — 
Ca, | Tow CI. | +e) 
式 中 * 为 音速 , 角 标 max 指 所 有 了 网 格 中 的 [ul 十 c f us] 十 ec 的 最 大 值 . 
T. HFA 
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MHEP 程序 功能 较 全 面 , 应 用 范围 和 HELP 差不多 ;内 界面 处 理 不 如 HELP TERMS (JE 
时 要 省 得 案 ,MHEP 主要 适用 于 爆炸 场 计算 . 


t= 8, Oz pa 


"I*t meu Fln hin. ELE E H 


图 4-4-10 射流 与 " 斜 侵 彻 计算 图 形 


D 侵 彻 计算 ,用 MHEP 程序 进行 了 不 同 材料 和 不 同 着 角 的 侵 物 计算 , 图 4-4-10 是 Amm 宽 身 
流 ,速度 为 2mm/ps, 45" 斜 侵 彻 (平面 问题 ) 

4. 9mm 厚 靶 的 情形 ,采用 不 同 符号 的 无 质量 
示 踪 点 ,显示 变形 情况 ,图 4-4-11 是 4mm 射 

H REA 2mm/ps 65" RHR M RUE 8120 3€ 
Hu. 和 随 深度 Z 的 变化 曲线 ,图 中 (1) 区 相当 
FAR: (2) 区 相当 准 定常 区 ,3) KIF u 3R 
速 增加 ,相当 于 靶 背 面 自由 界面 的 影响 区 . 

O 有 挡 雯 爆炸 场 计算 ,10 吨 神 轧 梯 地 面 
爆炸 ;数值 计算 了 无 挡 墙 和 有 挡 墙 条 件 下 的 
爆炸 场 ,用 二 维 轴 对 称 坐 标 , 地 面 和 挡 墙 作为 
RHE RE ARAE, E 4-4-12 为 计算 结果 与 经 验 公 imm BUR WO GB Vus 2 mm/ ps) 

式 的 对 比 , 图 中 dP X ndi REC 


距离 与 炸药 量 立方 根 之 比 , 可 见 符合 得 较 好 . 图 4-4-11 射流 GS AHAT xz(Z) 计 算 曲线 
图 4-4-13 是 有 挡 墙 情 阅 不 同时 刻 的 压力 声 ， 
图 4-4-14 是 有 挡 墙 情况 离 爆 心 不 同 对 比 距 离 R 处 的 庄 力 P 变化 曲线 


= 1995 = 
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4.0 


5 --- j.H enryc n^ T 
: ——H.L.Braae " A5 一 一 一 TRAR 
. 一 一 MHE P 计 算 值 E 2.0 人 
a 2.0 N " 
rH NN 2 L5 
所 SN 


Lu 


; 


"m 


in zd 


1.0 1.5 2.0 2,5 3.0. 3.5 4,0 4.8 Of 0 1.5 2.0 2.8 3.0 3.5 4.0 4.5 
R (m /kg' ^) R cm kBE 
TE (5) 


图 4.4-12 MHEP 程序 爆炸 场 计算 与 经 验 公式 对 比 
a. Xf 5. PUR 


[r-33.982m5 


r= 56.82: ms 


P Bar 


图 4-4-13 BARREN 
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aria Ca). R-20m (53. R= 30m 
(C3. R - 40m (d 5,R = m 
(e). R= gim (/),R-T0m 

LEIC). R - RÛM 


ic 


FP. Bar 


3 B8 lZ 16 20 4 28 3? D 2D 40 80 80 00 120 
R'm T "ms 


图 4-1-14 梯 恩 梯 爆 炸 趟 同 尺 处 的 压力 变化 曲线 


$4.5 HELP 方法 


HELP # H L. T. Hageman #0 J. M. Walsh 于 1970 4E Hi HU ,是 功能 全 面 的 大 型 欧 拉 
程序 , 其 特点 是 用 无 质量 示 踪 点 联 成 示 踪 线 , 用 以 细微 地 显示 多 物质 界面 ,清晰 程度 优 于 PIC 
法 和 2DE 法 . 示 踪 线 分 割 网 格 边 ,确定 混合 网 格 中 各 材料 的 输 运 面 积 ,用 连续 输 运 方法 计算 答 
运 步 , 示 踪 线 允许 与 一 个 网 格 多 次 相交 ,可 以 计算 大 变形 ,又 要 求 清晰 显示 界面 的 问题 , 现 结合 
射流 垂 侵 彻 邦 板 问题 介绍 ”. 


4.5.1 控制 方程 组 


采用 柱 对 称 坐 标 系 . 靶 板 有 未 知 量 21 个 :2, 密度 (或 质量 m ;u,v 速度 jPP 压力 ;E, 比 能 
(或 i, 内 能 ) T. if BE ie, + 正 应 力 ;r 切 应 力 4 hij 7) 8 S 
et, 65, 5 弹性 应 变 率 偏 量 :7 弹性 角 应 变 率 ;ef 6l. es 塑性 应 变 率 偏 量 ,7 塑性 角 应 变 


XY GR HE. 

B ULT TRADE S ioo nro PT E,. 

纸板 有 22 个 方程 ( 脚 标 上 未 写 册 来 ， 

d Jg d 
4,9 = Fr — pur (4-5-1) 
39, 日 TE EE PENES: 3 -5- 
Q,P46 一 A + eur) Pu 十 3 十 aD 08 | (4-5-2) 
d II 9 sy 9 3 2 -R. 
cr iiam xr pv) Fv 一 zr. rt (4-5-3) 
2 Er — — D (rguE --ruP) — E (opuE - roP) -- S (rus, -- ror) -- E (rur 4 rvo,) 
3;PEr — — y reu ru OU ru y rua, + rv ax UM ro, 


(4-5-4) 


^ 主要 参考 了 谢 容 生 等 提供 的 材料 
ce qp = 
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AHE: e, —5,—P (45-5) e =8,— P (45-6) o,— 8,— P (4-5-7) 


P = $o, + a, +0), S, 8, S, 0 


M lji , 9v m) T 
应 变 率 a -4FEFIIT-TMT (4-5-8) 
dv lju | 3v u e 
aa EMT R 
H o lju wu 
L—üt)t. f tT (4-5-10) 
d | 00 gye P ig 
T mI (4-5-11) 
a 0 ofu Ou — 8v iE 
广义 虎 克 定律 ， S$, 一 26e ez E - P (4-5-12) 
: » du o 0 
Š, = 2G& 一 2| -= 之 | (4-5-13) 
C: 前 切 模 量 S, = 2G8 (4-5-14) 
f . Qu d ] 
H= 26k — (S, — Sol Z | (4-5-15) 
上 式 中 心 AEN. 
RER: g = AS, (4-5-16) E" = ÀS, (4-5-17) 
E = AS, (4-5-18) #7 =Àr (4-5-19) 
A—a y GT GE y 
强度 公式 :由 Towle( 托 尔 ) 经 验 公式 
一 PT 
Y = Y., (1 + aPexp| 元 人 | 
由 Lindeman (PK GEO FEE ES Simon CPGE zzi, 
T,P) — (1 + PYT w 
两 式 合并 得 : Y = Y, + aP yeap r py (4-5-20) 
tt . j T. + PI 
式 中 Y 是 常温 常 压 下 材料 强度 ,了 是 材料 常温 常 正 下 熔点 ,we.P.3.n 是 材料 常数 . 
— İT, 十 到]expl P 
温度 方程 ; T — u 十 c. jexp| APln B (4-5-21) 


式 中 了 ,; 常 温 ( 绝 对 温度 },C,:; 等 容 比 热 ,oo: 常 温 密 度 ,AP ;系数 , 取 1,97， 


E =4[{ 8) laf 十 Ip, qa 一 2E | E ape lexp| (AP — Din ^ 


f ol AP i AP lọ 
A—HB ,2B— A B 
CAPIT] AP -aAP- 
式 中 4、B 为 系数 . 


状态 方程 :用 Tillotson 状态 方程 
REF BOR EUR SES R01 ALII, 时 


-— Laa e 
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b 
P=P,= jac Ip + An + Br (4-5-22) 
I +] 
ATEKA ME <1 I>, 
Ba od i i 
O | T+ eA |e 
zo l 
Ly e 


MOI QB LI«IB 
Ü 


E I], 
"M E LR 
AH Ps P Po 
s. M A, B, "m LEa M 8 均 为 材料 常数 . 
射流 方程 6 个 (未 标 丢 标 户 ; 
2 d d 
3; 一 一 pu — gl (4-5-23) 
9 o 9 y 也 -5. 
3,747 一 y + pu'r) a, PUn (4-5-24) 
ERE. —2 2 
FFU 一 一 Ur xr c por) (4-5-25) 
2 EP aus Cour dc uPr) e (oEbr J-vPr) (4-5-26) 
FiPEr 一 3 PEur + uPr EPEvr + vPr -5- 
É: arn 
T | Tee (4-5-27) 
P —f(o,ID (4-5-28) 


4.5.2 程序 总 杠 


守重 方程 用 "和 ?分裂 格式 ,分 为 三 步 进 行 ,坐标 和 示 踪 点 布置 见 图 4-5-1, 总 框 见 图 4-5-2， 

一 、， 输 入 初 值 和 外 形 

(材料 常数 ;状态 方程 ,强度 和 温度 公式 中 的 常数 等 . 

(2) 网 格 参 量 , 网 格 导 天 

K = (j — Iim Hi +l 

IELK 从 2 开始 . Sr RECERDURCG UII TUER, SS. 

(3 BREUI e om uv P, I, So S, c. MF 369 个 ,MF 是 旗号 ,小 于 1000 为 纯 格 材 
料 号 大 于 100 AREAS. | 

《4) 示 由 点 ,在 内 界面 和 自由 界面 设置 示 踪 点 ( 见 图 4-5-1), 材 料 在 示 踪 点 走向 的 左 侧 , 首 
尾 封闭 重合 . 内 界面 二 侧 材 料 示 踪 点 坐标 重合 . 以 二 维 数组 了 X[N ,7 和 了 YLN,Z], 表示 学 
N 为 材料 号 , 工 为 某 材 料 的 未 踪 点 号 . 通过 示 彤 点 坐标 的 输入 ,材料 外 形 也 输 人 人 了. 

《5) 瀑 合格 ,在 界面 上 将 示 踪 点 坐标 移动 10 网 格 边 长 ; 示 踪 点 进 人 的 格 即 成 为 混合 格 ， 
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除 纯 格 中 的 9 个 量 外 ,还 要 输 人 混合 格 专 有 的 ?个 量 
( 均 为 二 维 数组 ) ,在 此 输 人 3 Ion NM BL NM I 
[N.M ).M 为 混合 格 编 号 ;还 有 四 个 量 ; 顶 面积 ,有 侧面 
积 , 顶 部 流量 和 右 侧 面 流量 在 "混合 格 流量 " 步 中 给 出 ， 

6) 其它 基 ,如 格子 尺寸 ,区 域 尺 寸 , 总 格子 数 , 双 如 
控制 误差 ;系统 总 能 量 相 对 误差 ,压力 挝 代 谋 差 , A 的 最 
小 值 等 ， 

二 、 EAS. 

混合 格 由 输 运 步 得 到 网 格 各 组 分 质量 mx, 求 各 组 
分 体积 Vy 和 压力 了 ,由 


Ha Hy | 
P = ady = m dy, — 
f| Vy J N=] 用 Vs ced 
à 2 P V y. x £ E 3 b. 
选 代 求 得 P 和 Vs. 取 网 格 对 角 线 长 为 *, 取 系数 4 由 i HELP gms 
At < mink 一 


输入 材料 常数. m 
LI PEUICINTECEEE 1-3 
TXRIIES 


Fee E rp ,打印 


Jk FE RPH] 


H TREB ri qot 
i I 


iE RI. SHE 


[S jam AT. TREE 


图 4-5-2 HELP 程序 总 框 
算出 AC 作为 下 一 步 步 长 , 式 中 * 为 音速 ， 
三 、 检 验 能 量 守 恒 . 
时 刻 所 有 格子 总 能 量 为 五 ， 即 
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E, = imo | Leia vao 100. 
Å 


实际 计算 域 的 总 能 量 五 , 为 系统 初始 总 能 量 , 通过 边界 输入 和 输出 能 量 及 外 界 对 系统 作 的 功 的 总 和 , 若 
E, E E, ee 

则 继续 计算 ,* 可 取 某 一 值 如 0. 01. 

苦 示 踪 点 太 稀 ,可 调子 程序 加 密 , 若 重合 了 ,也 可 以 取消 一 个 示 踪 点 ， 

计算 中 需 设 置 输 运 办 界 , 在 边界 外 面 设 虚拟 格 ,其 物理 量 与 对 应 网 格 相 同 . 但 是 输 运 边界 
不 能 正确 模拟 冲击 波 的 到 达 ; 为 此 当 冲 击 波 到 达 输 运 边 界 时 ,启动 再 分区 子 程序 . 先 在 径 向 将 
二 格 合并 成 一 个 格 , 再 在 输血 合 并 ,结果 是 四 个 格子 合并 成 一 个 格子 . 在 总 格子 不 变 条 件 下 ,r 
Az 的 尺寸 增 大 一 倍 , 计 算 好 合并 后 的 网 烙 各 物理 量 后 ,继续 作 差 分 计算 ， 


4. 5.3 ”守恒 方程 分 裂 和 压力 效应 


—. que 

MESI UE PROLT-5- Ds i CL 5-0 3X CER BUE S 
2 ees xcu. | (4-5-29) 
Z pu, Ee S puu, + a, (4-5-30) 
Z pEr iain xc PE, de ELA (4-5-31) 


式 中 i 一 1,3,3，j 王 1:2: 下 标 相 间 表 示 和 


(tu, gta) = (v, TSE Cr... 0) T CR Wu 


Er = 了 十 地 (us 十) 


vc, tr D diíemuS, 9 P (4-5-32) 
dp = |T 8G, Ù [1 po] 
Gel EE 
0 0 a LO TÆ] 
H (4-5-29), (4-5-30), C4-5- 3 O REME RR ERD ARARNAR HAMARRE 
分 化 为 面积 分 , 即 
dB av 一 | c 
| Zav = 2| pdy = 2» (4-5-33) 
| 天 oudy = | punas (4-5-34) 
J| SE TH 75 TR S 
| PHI : PH3 | PH? 
Am 一 i | m af Ouds | (4-5-35) 
A(m u,) = — Aj Pnds 十 af S n,ds | — Aj puu nds | (4-5-36) 
An Ej) 一 | E. ar Pu,n,ds : 十 af 3, uu nds | 一 Ar| pu, Fr nds | (4-5-37) 
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二 、PH1( 见 图 4-5-3) 


图 4-5-3 HELP 法 控制 元 称号 


hill]; AGnv) 一 一 af Pn: (4-5-38) 
P, Lcx + Pa) 
Ppr = 7 Pr 4 PO" 
m," (Uk — Uk) — ARP, mn Pom, n ra) 
vto MP, — PG — na (4-5-39) 
nix 
f$]: Almu) 一 一 ^| Pn,ds (4-5-40) 
P, = LOK + PD. 
B es ic. Po P= UO 十 P.) 
H O A A8 
如 图 4-5-4 Bros P, 的 径 向 分 量 为 Pin A P, -y 
A6 A(nu) _ py LABAz — Pr AbAz + PAG; 一 mr-Daz 
rt A 0703 P PS 图 4-5-4 径 向 动量 计算 图 
一 AgAz gU. — Pr +H ria) 
- At 
Uk =N} + DDR = Plin, 十 r2) (4-5-41) 
K 
AlmEr) EN 9) 4-5-42 
EE: 一 2 一 | zr PudV (4-5-42) 


AmE = Almi} + u, Anu) 


Aa el Pnds) 一 | 3 pudy 


ax, 
J aP 

=— | 2 a, "dV — | u acd 
可 

一 一 | 2 ar dV = u| Pnds 


— M2 — 
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则 (4-5-42) 式 成 为 ; On. 一 一 p hav = P Zire? — ras (4-5-43) 


式 中 DP 是 速度 矢量 的 散 度 , 即 


w 018 3o 
ar, r a" T ae 
ou," - 1 ratip — Tup UA" — Ug 
n 时 刻 散 度 ; ar， — Fk 2M * 24M 
du; l FuHgR — Fir 3: Ua — Un 
dr, PE 240r 2r 
ac 0l | Au" | 8u, 
àr 2\ar Ar | 
ATAF da, 
由 (4-5-43) 式 得 Ty = Le 十 Psi = rut SERE TE (4-5-44) 
K p 


三 、 空 格 问题 

对 于 自由 边界 格 ,可 能 质量 me" 很 少 ,由 (4-5-39) 和 和 (4-5-41) 式 算出 和 的 芭 
和 7 会 很 大 (因为 me) 是 分 母 ) ,使 格子 过 量 输 运 ,成 为 空格 ,甚至 出 现 负 质 量 . 
又 如 高 压气 体 球 膨胀 计算 中 ,在 45“ 方 向 超速 运动 ,使 球 渐渐 趋 子 方形 . E DOE 
提出 改进 方法 如 下 (天 格 和 4 格 为 例 ): 如 图 (4-5-5) 所 示 , 天 格 和 4 格 界面 为 [y 


a 


p Pang + Pema (4-545) 595 EREE 
. Mma my 计算 的 网 格 编号 
WR A R AE ma 很 小 , 则 压力 Pa 必然 也 很 小 ,由 (4-5-457 式 得 到 己 . 也 很 
小 . 由 (4-5-39) 让 得 
Ua = vi + (n = 2-245 (4-5-45) 
A 
v, -— umk 十 vama | (4-5-47) 
my oma 
由 于 Pa 不 会 因 ma 很 小 而 变 得 很 大 ,从 而 避免 了 不 正常 的 超 录 . 计算 表明 , 上述 改进 措施 是 有 
Bg. 
v. AL Ah 
HELP 差分 格式 中 的 格式 粘性 对 于 强 激流 不 够 , 需 加 人 工 和 粘性 ,在 PHIL 的 压力 处 关上 9， 
(4-5-38) 3 48. 
Almu) 一 一 af (P + gìnds (4-5-48) 
曾 宗 元 采用 如 下 格式 
üx muk — F [LEPa — Pit — FG, = PJE Ea a" (4-5-49) 
bx =k — FLP Di ( o1] (4-5-50) 
Ik =I} — T | PR (Fn, — Fan) + lg Uu db Ru n Sa Fra A 


一 ukFy(q? — q) — vkF.(qt — qi t FAO X gq) — w (Pg 十 和 站] (4-5-51) 
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式 中 下 标 小 号 为 格 边 量 , 大写 为 格 心 量 ,f BESSER PETRI RAN KGA LAHR. V. 
为 网 格 K AEE. 参量 上 加 一 划 意 义 为 
u, 一 ln 二 u,) 


其 它 类 推 ，g 定义 在 格 边 ,表达 式 为 ( 见 图 4-5-3) 
| Be," p," Cu" — ug") kGr 十 v xL QUY, up mau 


m (4-5-52) 
L lo A M| 
[anea — Ve) RGP F v EN, vi D vA (4-5-53) 
0 否则 


式 中 < 为 音速 ,8,8 为 系数 ;对 于 0. 9mm/us 秽 打 钢 的 一 维 平面 计算 结果 见 图 4-5-6, Et k= 
0. 8, B=1. 0, 不 加 q hF. AER E, N gq 后 ,数值 振 藩 消除 了 . 


4.5.4 EATERY 


由 于 欧 拉 计算 不 能 跟踪 质点 ;因此 弹 塑 性 计算 不 如 拉 氏 法 精确 . 
—. MEENE 

3k n1 时 刻 的 天 ded EE(L 步 又 如 下 ， 

(1) Rati 时 刻下 格 心 质点 在 AER pr 


(4-5-54) 
X, = Eg 一 YX 
: (2) 用 面积 加 权 求 请 点 应 变 率 
1 bj ' Rn 
&, | d (4-5-55) 
e, oi de (4-5-56) 
; y T" 
ys 一 EL (4-5-57) 


x; KR, AR, A. RA 4-5-7 , £. X UC FR. 
以 上 是 p 点 在 时 刻 的 应 变 率 , 设 在 A MRE, Dj 
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Ag^, = EDAX (4-5-58) 
e) = ely 十 Ae, (4-5-59) 
同 理 求 得 SE AR 再 用 同样 面积 加 权 法 求 得 疡 点 的 和 角速度 O T E Sio 57, 和 到 ,其 


|n 


(3) SR 4 十 1 RAE, H E GR 


Ej (4-5-12) AO = (5,, m 2G Ae,, um 27,02, At )" (4-5-60) 
由 (4-5-13) 3X ug 二 6S, d 2GÀ&,, — 2t, 0, Ar)" (4-5-61) 
Bi (4-5-15) $È ry"! = r, + 2GAY, — (S, — S,OGAD^ (4-5-62) 
=. IRIE 
取材 料 为 理想 塑性 材料 用 Von Mises IARAM, 
M, 9 (S, ^ G7! - G7 c 200y « Y: (4-5-63) 
不 作 改 变 , WR 
2 y: 
M, > 3 Y 
2Y*|3 


jl M [a M 5j QUU à 
HE : puiyf 


ALT SRRORIE HERAA N 个 子 步 进 行 
NA CN — DAI 


Au = NON 二 1772， At = NON 二 1)/2° “(4-0-64) 
A 
Ast = NOI F D/T 
一 般 取 六 一 4, 由 上 式 可 见 , 子 步 长 按 级 数 下 降 . 
三 、 和 守恒 方程 中 应 力 偏 量 效应 
(1) 由 {4-5-36) 式 中 PH3 得 
A(mu,) = Ar| Sunds (4-5-65) 4-5-8 天 格 偏 详 力 状态 示意 图 
K RAJAS LE 4-5-8. 
HA 6] 24] RE s 
A(mv) = myÜUg — vg) 
= (S,— S,Yz(r/ ri At + Inar Art — Inr, Av AL (4-5-66) 
BAAR Pme- D = S etri m rss at + Suam E Ana 
— Segn. 2 Az — SyABAe Ar At (4-5-67) 


meg — ug) = 2zA (r, — nr, rgár + Az(Sur, — Syri) — SpAzAr| (4-5-68) 
(2) E BERE Z; RII 5-370 3] PH3 得 
AGnE:) = | S, i uds (4-5-69) 


Sun, 是 应 力 偏 量 作用 在 格子 各 面 上 的 单位 面积 功率 
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Amir) ESL E UU, ze S aU. T cu) mir," m rii) 


(ne 
消去 功能 项 得 "ep — Io = Parr Ar A ST — S Us T,u,) F 27r Az At (Su, dr T0.) 


一 zr, ,Az AM (S uu, 十 r0) 一 Sme È — au? p T — y (4-5-70) 


于 是 , uo 和 了 都 求 得 了 . 对 于 混合 格 ,” 和 ”求法 同 纯 格 ,了 先 按 纯 格 公式 求 出 后 , 按 体积 下 分 
数 分 配 . 计算 时 也 要 用 子 步 长 , 同 (4-5-64) X. 
四 、 强 度 计算 | 
1; K 格 为 纯 格 , 若 材料 密度 和 常规 密度 (在 此 取材 料 初始 密度 e ) 之 比 小 于 某 值 , 则 认为 
材料 已 经 厂 坏 ,不 进行 强度 计算 ,对 于 流 眉 也 不 计算 强度 . 若 需 要 计算 , 则 可 由 (4-5-21) 式 求 温 
度 工 ,由 (4-5-20) 式 求 强度 Y, 对 于 混合 格 ,将 各 种 材料 的 内 能 及 参数 和 系数 分 别 代 人 (4-5- 
21) 和 (4-5-20) 式 计算 了 和 了 xx, 然后 按 各 材料 在 混合 格 中 的 质量 加 权 计 算 强 度 ， 


4.5.5 材料 交界 面 计算 


HELP 程序 的 主要 特色 就 是 能 够 显示 混合 网 格 中 的 材料 内 界面 ,而 且 
可 以 计 算 网 格 中 有 三 种 材料 的 情况 ,这 主要 在 材料 交界 面 程序 段 完成 , 它 ， 
是 HELP 中 逻辑 关系 最 复 蕊 的 部 分 ,计算 量 也 很 大 , 耗 响 了 整个 HELF 计 


算 的 大 部 分 机 时 ^ 
—. MRH ex Hl4-5-9 WEHEN, 
Pj dé 3 Ap ERIXATOHAC. —GXGBÓURUZGXIHOSIOGRRINOL HEDREEEG 一 次 相交 之 一 
和 再 置 法 则 确定 边界 材料 性 质 . 


(1) 预 交 法则 , 示 踪 线 进 人 网 格 时 进行 ,分 两 种 情况 ， 

a. 一 次 相交 , 设 从 顶 边 进入 示 踊 线 ; 代 表 材 料 N 4-5-9) 

(进入 边 为 混合 边 ,前 进 方 同 左 侧 为 六 材料 ; a 
D 按 顺 时 针 次 序 置 其 它 边 为 N 材料 ; 

D 痢 遇 到 混合 材料 边 , 则 该 边 及 专 后 的 边 均 不 预 置 ,在 图 4-5-10 F h, 


T 


CLAIRE ^ 
D pK 格 的 下 格 或 左 格 古 纯 格 , 则 不 预 置 ; 图 4-5-10 HEN. 
© J —1 格 的 底 边 和 7 一 1 格 的 左边 不 预 置 . 一 次 相交 之 二 


b. 二 次 相交 . 设 在 顶 面 有 示 踪 线 两 次 相交 ,图 4-5-11 中 第 一 个 谈 点 1 
的 材料 N 面积 为 14 段 , 以 Fus 88 — 1 28 2 BN. 面积 为 fas AA 
BUS FE. 
fua tfa >F, Mrb Ai ARRA. BN 材料 面积 为 ， "ad 
AUR SER] 4-5-12 W. Rp 
Fa tia 之 下 , 则 预 置 法 则 同 “ 一 次 相交 ”情况 ,六 材料 面积 为 Fa fa 
(2) 再 置 法 则 . 示 妹 线 离开 网 格 时 进行 ,也 分 两 种 情况 : 图 4-5-11 FEEN. 
a. 一 次 相交 8 二 次 相交 之 一 
,相交 边 为 混合 边 , 前 进 方向 左 仙 为 入 材料 ; 
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D 顺 时 针 依次 将 其 它 边 的 材料 置 0; 
图 届 到 混合 边 , 则 该 边 及 以 后 的 边 均 不 再 置 ; 
QD 下 格 或 左 格 如 果 是 纯 格 ,不 再 图; 
®© J=1 格 的 底 边 ,7 一 1 RHEN PAR. | Yo 
b. 二 次 相交 ,情况 和 预 置 法 则 类 似 , 若 fu 十 fi > FMN 材料 面积 为 

fu 十 fs 一 下 , 顺 时 针 置 其 余 边 材料 为 0, 若 Fu 十 Sa FN 材料 面积 


为 fud fx: 其 余 边 不 再 置 . 至 此 六 材料 的 网 格 边 界 确 定 完 毕 。 用 同样 的 方 图 4-5-12 HEEM. 
法 确定 混合 网 格 中 其 它 材 料 的 边界 面积 , 才 算 把 混合 网 格 的 格 边 材料 面积 ”二 次 相交 之 二 


prece 


B. 六 + 了: F BW... ER. + fi hta FOF 
eon rb IRO b IRN ru bur Ro 
[7] M HA 
b 
IN... Bg. e fur BE. b Ai 
PW AAA T rpm 


图 4-5-13 网 格 边 材料 的 确定 

确定 完 , 下 面 是 几 个 交界 面 的 复杂 实例 , 见 图 45-13,， 图 中 双 线 部 分 表示 该 面积 置 N 材料 . 

二 、 材 料 和 界面 越过 网 补 

(1) 确定 越过 网 格 的 材料 密度 . 当 NW 材料 示 踪 线 进 入 下 
格 , 需 要 确定 进入 RN 材料 的 密度 oo n BE A ER ER 5S 
K 格 右边 相交 (图 4-5-14) 为 了 确定 bx; 需要 看 时刻 情况 , 按 
图 4-5-15 进行 . 若 时刻, 材料 界面 与 格 顶 相 交 , 则 另外 
有 一 套 判 判 断 逻 辑 以 确定 ex 值 , 原 理 与 上 类 似 ， 

(2) 混合 格 变 纯 格 . 者 所 有 材料 界面 切割 下 格 边 的 部 分 
面积 /一 0 或 /一 下 , 则 天 格 为 纯 格 , 则 

(D 改 为 纯 格 编号 ; 

D 确定 纯 格 材料 号 ,为 此 要 考察 " 时刻 邻 格 情况 . 若 有 纯 li ausus 
格 , 则 将 其 材料 号 作为 本 格 的 材料 号 . 如 果 没 有 纯 格 , 则 取 左 村 
或 底 格 共 边 的 材料 号 ; 

© EK 格 部 分 面积 为 N 材料 全 面积 ; 

由 天 格 中 排出 材料 的 密度 置 0; 


一 147 一 


中 国 国 防 科 技 网 http:/ /www.81tech.com 


是 部 是 
BR PN - 


5 Ti 


图 45-15 进入 失格 材料 密度 ox 的 确定 


© EK 格 中 排出 材料 Now 的 质量 为 0, 为 此 计算 Na 每 个 边 的 输 运 量 , 相 加 得 总 输 运 量 
mos! 而 天 格 中 实 有 量 为 mw, 则 每 个 边 的 输 运 量 乘 -于 .如 果 玉 格 中 材料 质量 仍 不 为 0, 尚 须 作 
第 二 次 调整 . 

三 、 混合 格 顶 边 和 右边 流量 输 运 计算 

N 材料 右边 输 运 量 Bmx ,fw 为 部 分 面积 ， 


, LI 


BR = uy pM (4-5-71) — 
- 0. 5k 十 ug) 
Ip panman e (4-5-72) 
14 AM(us — uk) 
必 的 物理 意义 是 设 ur 到 us 之 间 速 度 为 线性 变化 {图 
4-5- 160 ,半点 在 些 后 到 达 格 边 ( 图 中 设 #x yar 均 为 正 ), 和 4 点 
的 速度 就 是 wv. 顶 边 输 运 计算 与 此 类 似 ， 图 4-5-15 网 格 边 输 运 量 计算 图 


B., TAE 
方法 同 PIC Code , LUR ERA A P bo E ARAz 方形 , 按 面 积 加 权 法 将 覆盖 到 的 四 个 格 心 速 
BET IAS SIR ER EGRE. 


4.5.6 输 运 效应 (PH27 和 压力 计算 
(1) 量 格 ,由 (4-5-357 式 
Am = m"! — gm? -— af punds (4-5-73) 


右边 面积 F o EAE Oma 
mpg 一 p, , uF,At (4-5-74) 
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的 计算 同 (4-5-72) sto, 。 为 贡献 格 密度 ,四 个 边 输 运 量 的 总 和 为 om, 则 


mti — m" — Xm (4-5-75) 
由 (4-5-36) 式 Anu) 一 一 af (ouii Inds (4-5-76) 
HÉ R JL Sh RES is Anu) = empio, ,四 个 方向 总 和 为 Z6 Gn , W 
m*tly" l — m'u— Då (mu) (4-5-77? 
由 此 求 得 urls RERIG v. 
, Bi (4-5-37) x& 
AGE) —— A | on Ends (4-5-78) 


BURME OME) 一 dma| 7 十 全 E I E ex u 
四 个 边 的 总 能 量 输 运 为 EO Gn ET s DR] 
m ESO — mE! = E8 (mEr) (4-5-79) 
由 此 求 得 ETU qm 
Jr em EH Lo (at 4p utn (4-5-80) 
(2) 混合 格 . 前 面 (4-5-71) 式 已 求 出 NN 材料 右边 输 运 量 ,由 此 求 得 入 材料 的 质量 m. 


理 求 出 其 它 材 料 的 质量 , 相 加 即 得 混合 格 总 质量 mw" oR «UN UU Ari TS eR "— 
杂 一 些 ,首先 将 六 格 内 能 1 按 体积 百分数 分 配给 各 材料 ,得 Tus 再 计算 


Ër = Ist LG $ (4-5-81) 
计算 四 个 边 的 能 量 输 运 量 36mxEr ,其 中 m 是 某 边 N 材料 的 输 运 量 , 则 
my Ey — mE ry = XómyErs (4-5-82) 
由 此 得 到 # 十 1 时刻 入 EHE ARE Er. 比 内 能 由 下 式 给 出 
$ I — EH — Gc ei pem (4-5-83) 


同 理 求 出 其 它 材 料 的 * 十 1 时刻 比 内 能 , 至 此 输 运 工作 结束 , 即 可 转 人 4.5.2 的 2 中 压力 计算 . 

在 本 程序 段 中 尚 有 一 些 功能 ,修正 输 运 中 出 现 的 不 合理 现象 ,有 时 由 于 超 量 输 运 或 计算 误 
差 出 现 格 内 质量 为 贷 , 此 时 将 该 格 材料 质量 置 0, 再 找 邻 格 中 该 材料 质量 最 大 的 格子 ,扣除 此 
负 原 量 数 ,最 后 , 按 守 恒 律 调整 有 变动 的 二 个 格子 的 人 参量. 如 果 某 格子 密度 所 0, 但 质量 却 大 于 
0, 就 令 质 量 和 密度 均匀 为 0. 


4.5.7 HELP 程序 应 用 及 改进 


HELP 适 于 计算 多 种 材料 的 大 变形 问题 ,能 够 清晰 显示 界面 ,用 于 计算 炸药 一 一 金属 爆炸 
驱动 问题 ,射流 形成 和 侵 初 则 题 \ 应 力 波 的 传播 ,冲击 波 相 互 作用 ,高 速 碰撞 和 终点 效应 等 问 
题 . 图 4-5-17 是 105mm RERA B UT E REESE. 

HELP 程序 的 1970 年 版 本 存在 如 下 一 些 问题 ， 

OO 对 于 强 冲 击 波 , 程 序 原 有 稿 式 粘性 不 够 ,要 根据 情况 加 人 工 粘性 ; 

(2 自由 界面 处 理 得 不 好 ;出现 空格 和 超速 现象 ; 
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Ei 4-5-17 105mm 聚 能 装 药 射流 形成 过 程 
(a) t—0| (53 £55. 93u81 (c2 t9. 7T6ussd) z— 15. žus; 
Let 18. Tus s (F) t— 23. 3a; Cg) 1—27. Gps 


(I) 对 于 强 冲 击 波 ,程序 原 有 格式 粘性 不 够 ,要 根据 情况 加 人 工 糙 性 : 

(20 自由 界面 处 理 得 不 好 ,上 出 现 空格 称 超 速 现象 ; 

(3) 没有 考虑 神 动 边界 ,由 于 混合 格 中 内 界面 上 二 种 材料 示 降 点 是 重合 在 一 起 的 ,以 同一 
速度 运动 ,不 能 显示 材料 切 问 滑动 ,也 不 能 显示 材料 分 离 ; 

(4) 由 于 示 了 中线 构 成 的 材料 称 界 面 过 于 复杂 ,难以 扩展 到 三 维 计算 ，; 

(5) 没有 考虑 应 力 的 旋转 修正 量 ,我国 已 将 其 加 上 了 . 

我 国学 者 对 HELP 进行 了 许多 改进 , 现 再 举 梁 德 寿 的 几 点 改进 0 ， | 

SPELL oh qq NL E SJUENU pp CE AA +l AEE. E 
度 ; 

(2) 混合 格 的 密度 原 程 序 是 在 压力 选 代 时 计算 的 , 现 改 为 直接 求 混合 格 中 材料 部 分 体积 ， 
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求 得 密度 ， 

(3) 输入 子 程序 中 的 语句 原 有 800 多 句 , 现 将 其 统一 化 ,更 为 简洁 方便 ,语句 减 为 470 多 
fil. 

国外 新 的 HELP 版 本 有 较 大 改进 ,增加 了 清 移 线 计 算 和 冲 塞 断裂 计算 的 功能 "…. 


$4.6 HEMP 方法 


六 十 年 代 以 来 ,国外 出 现 了 不 人 少 二 维 拉 格 朗 日 程序 ,其 中 wilkins 的 HEMP (Hydrody- 
namic Elastic Magneto Plastic 方法 是 一 个 应 用 较为 广泛 的 程序 415 ,HEMP 以 及 类 位 的 程序 
在 我 国 也 应 用 得 较为 普遍 ,因此 我 们 选择 HEMP 作为 拉 氏 典型 程序 作 介 绍 ， 


4.6.1 控制 方程 组 


采用 二 维 轴 对 称 流体 弹 塑 性 模型 , 欧 拉 坐标 
zer, WE 4-6-1, EM 7] dr Gu. Og, hr 7) im d Boi 
Sar S5 DIMEJI T 8E HE o BER 0 表示 初始 值 , 相 对 


ARV 一 DLE Ens Din n del deg o 
I etti Arp D EEr = rns ri Dun 
TII ro 2 1E I, s HJ oL E 88 ER. 


- V r dr dr 
守 乙 方程 y=“ tyta (4-6-1) 
Po DW NES 
V'^7autrzr. (4-6-2) 
po 
V^^7satgat. 0 es) 
(4-6-3) 


4-6-1 HEMP HWER 


ar r dr ars 
cSETSICH(SE (4-6-4) 
状态 方程 (金属 ) 
i- | 3 
P=al $ ilto t-a] td - 1| + fe (4-6-5) 
AR aded 为 系数 ， 
ATH TE 
cy pA | V IF 
| Veo 
i V lv. (4-6-6) 
0 VIRO 


AP A 为 网 格 面 积 co 为 系数 , 约 为 2. 


ANAE 
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4 
S; :0 38V A, 
S, E, m : 1 AĜ, 
= 2p | 十 ET (4-6-7) 
à V 
S, Ep 3V 
: n òr 
AF e ANRH. 
EREE 40. = Ss 27 (cos2a — 15 — minl âg 
Að — — A6, (4-6-8) 
NL 
A = r(cos2A4a — 1) 十 7 sinf Aeg 
Ma—AaIl-—T 
届 服 条 性 tMises) do LC PL M (4-6-9) 
r n 
el ds — 
= 4V W: (4-6-10) 
T 
l da 寺 ES 
ES ———i(53a 05944 t)" (4-6-11) 


式 中 Ji 为 偏 应 力 第 二 状态 不 变量 ,Y, 为 单 向 拉 伸 届 服 极限 . 


应 力 张 量 分 量 2. $,— (P - 9) 
e, S, P org 

x (4-6-12) 
dg Sg — (P 43-9) 


T T 


4.62 偏 导数 的 积分 形式 


在 佐 分 计算 中 , 把 区 域 划 分 为 许多 面 元 ,如 图 全 6-2 所 示 ， 
取 面 元 的 面积 为 A, 边 界线 为 c;c 上 某 一 段 线 元 为 吃 , 其 外 法 
线 方 向 为 单位 矢量 为 中 , 切 癌 单位 天 量 为 纪 坐 标的 单位 天 量 x 
方向 为 sr AA rn RAR F 的 偏 导 数 为 


— 


- Fa » ids $ Fár 
a cm A i 7A sous 
"A $ Fn rds Nia f Fd | 
o an A ED A bi 
HEHA 238 xg LES SECOS M. 图 1-6-2 Jb XE LAE RM 
gF 3F 


HER F IU YEA 上 连续 'e 上 线 元 切 向 天 量 为 ds 
ds = dst = dzi + drr 
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f 一 dq Tor (4-6-14) 
5 ds 
HTL da = dn » n = dzi + drf 
. dz. , dr, 
n= Lir (4-6-15) 
cos$ = 下 cos = 4 ， 而 已 一 区 ， 
Br EA 和 一 和 (4-6-16) 
- A dr E dr, 
[5] 8 FH 1E 9X nf £5 dq. eme (4-6-17) 
" E dr dr, dr — dz 
n «id: = da t id = i,ds = q.ds = dr 
E dz l dr, 
n rds 一 Ex : da^ rds =— dr 
. aF 
由 格林 公式 可 得 b Fdr - J ,a dA 
" (4-5-18) 
b Fdr — rm 
aF . 3F aF | aF 
在 面积 4A ERa II 的 中 值 示 和 广 , 则 
gF,,  3F 
$ Fn T on $ Fdr = || Zaa = ZA 
" (4-6-19) 
b Fn rise D Fdz - || F4 =A 
aF 
=i 
Ft 下 
B C4-6-132 3, pda lim 4 
345 A 一 0 Bf. BI 2653 7g B 点 得 
aF^ aF 
ET : T : (4-6-20) 
右边 由 中 第 定理 就 是 普通 定义 的 偏 导数 ,两 者 相等 ,得 
aF? — aF 
A (4-6-21) 
- m 4 gF 
4.6.3 335. 


网 格 可 以 是 任意 四 边 形 ,速度 定义 在 格 点 上 ,其 它 量 定义 在 格 尼 上， 
(1) 已 知 格 点 坐标 和 下 值 , 求 格 心 偏 导数 ,由 (4-6-13) 式 


f Fn ids d Fdr 
a 1234 - 1234 


E A A 


aF 
dr 


= 
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了 一 i} j++! 


图 4-6-4 求 格 点 妨 导 数 


图 4-6-3 RACA 
i B 4-6-3 
Fdr -一 Fair, = n) Fr, z- r2) 
1234 


+ Faula r) FaGi-rn) 
m Fa——C.RFO AXES 


a : =a ALF, hr m= r aa r r)] 
IF 1 (4-6-22) 
FA E" GNE zal C: — FoGn ar) + (Fs Fl — 20] 


EAI EE, yR APRE ALO O O OFEREME. 求 格 点 过 上 的 杭 导 数 (图 
4-6-4). 
EME I 荆 斌 NN 上 由 (4-6-13) 式 得 
$ Fn eds -| Fdr + | ,Fdr 


+| Far + | Fdr 
E W 1 


=- lFor, =F) T Faly — ri) 


(4-6-23) 
4 Fa(r,; —ry) t Fgtr, —ri?J 


PX Te — £1) Fg(zy — za) 
J 


+ Fax, — Xy) t FgCGr — x12] 
式 中 2A = + (Ap + Ao + Ao + Aa) 


(D 四边 形 面 积 计 算 , 见 图 46-5, 将 四 边 形 分 为 二 个 三 角形 A124 和 4234 计算 而 积 


? r 0 
] 1 
A, = gre X fx z;— mr) norn Q9 


duc uor D 
A124 = A, — lA o LG 一 n0 — 7) 
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ERE (x, a zr, n] (4-6-24) 
3t £8 85 FP xe 30] d E EAE, F 
342 =Å, = es, = zo = r) — Cr, d Iri 一 r4] 


A = A, 十 A, = LG, = TQ =s r) 


十 《zi — xr — rn] 
GD 轩 边 形 绕 轴 施 转 成 的 体积 ,由 A EV h A 得 体积 V 


对 于 A. BOEMPEROR O nro RI à 
V. inl H r rA, T : 
5 (4-6-25) 
同 理 V, = Tir +r +rp)A, 
(5) 质量 守恒 ， 取 图 4-6-5 中 网 格 1234 EOR ATER Vl 

计算 ,网 格 内 的 质量 Mj 不 随时 间 而 变 。 

Mts = Mh = i $) Le. Fry nA, dn trt ZPO " ui 

(i-e us 4-6-5 RPIZDÉ ELE 


(6) 运动 方程 ,由 图 4-6-4 CARLO 00. QD REI o, 0, ope cU ERE TEES 
3-3 35 337. 点 上 一 上 时 刻 的 速度 ,方程 在 四 边 形 1 N LER, E16 AES 


得 
n ai gyep o gmh l9, , | -6- 
i Lanti ILICE: ERI), (4-6-27) 
An —— anth 4. arci) = ge — g7) 
4 dr adr 
1 di. l à $4 A $ ,, 
Ppaàm p lim 2À == aA (4-6-28) 
2A =} (Ao + Ao + Ap + Ag) 
a p n p A A A n A a A n 
(PADS = y4], = Ap E DN DINGEN 
Ü 
=E O05 (4-6-29) 
E P 2 
EE — gabe — ri) c ootrs 一 了) 十 了 (ri — ry) 
十 oodtr 一 六 站 (4-6-30) 
Xl" —- 
[1] H8 EER — x) tgíxy — T) + Tg Cr, — xD t tg Cr, =z) 
(4-6-31) 


至于 | 去), PEAR PA BOSCO ROME Mo 
-— 159 5e 


KAERDER C -—————— 


Mg = Pxry As 
" ula 7 Ad]; 
m (2) - 300, 1, (80, (2),T 
RE 
1 G agre 一 xi) T gGry — Z) 


十 OBE — x4) +H oalr — x1] 


] ec" | 2 i | E 
的 xl Á paalo Pi 3 zi Tin f.) 十 tar, 
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(4-6-32) 


(4-6-33) 


(4-6-34) 


(4-6-35) 


(4-6-36) 


— ru) - tg(r, —r,)] 


(4-6-37) 
dg. i 1 — 
[t ? o-ix fr F] i (4-6-38) 
C 各 网 格 点 坐标 
At "-— p! _ Pai 
pa gue ca" 十 iQ An 和 (4-6-39) 
ratl = ra + pi anti (4-6-40) 
面积 Ag = LG. — xQG — ri t Gn x)G— rn] (4-6-41) 
Hi 
km Vino ADS Hn troA Os Hr Hro (4-6-42) 
A T-AITE 
A d- — ; " l 
gra = em [s li MY«O 
: E: Fd (4-6-43) 
0 M VIRO 
i l "m Hu l 
sth Vs £7 — Vg Rn 十 方 值 政 算术 平均 值 
(8) Di 7149 EE h (4-670 53548. 
ed I n 1 V ui : " 
S5, M Er T a y A, 
1 V 
5, 5. €,— vv AS, 
- 十 2uámtà 3 y 4 (4-6-44) 
Sg S, Ee — n Y G 
T T T a E. D 2 (n 
zanai dr "t 1 ; : ; 1 
(e 2 = la]. E 2n em — xA) — ru) — Gn — axo — rt 
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: l 
I -lye —. "" "T. 
(E? = E n i zap ts 一 tr |= r (rr 一 z,)]'*: 
: ql 
oto [o -& & 7, 
c 4 [Os — 200 rd — G4 — 50 ra) 
xr ^41) 9 | dr ar D AA 2 4 3 1 3 1 2 4 


ES (x, mn x.) Gr m x) xm Cr = TOET = zx) F? 
(865 — [7 (coszaa — 1) rsinzaett |. 


(A8,)5 = — CA8,05 


rf fi 


ST cus. 1 
(A0, = | "(coszae-d —1)- T sin2Ae^*? | 


D 


: ; l L 
n+ 二 rl Si 7 NES: = = —- Honec 
2(4c) 时 二 一 E: MEE "ite CP PEE NET CES 
+ (Zs — H) ry — i) — 6G —x)0G,—z0]j*i 
(9) mg AE PF 
(Jg! = (* — S,8, — 8,8, — S.S (4-6-45) 
! Y, (Ja! — +y; 
Kg = 4V 3 (4-6-46) 
dyg 
l ca c 
(5., Da NT D KH (5. ss ps zr) (4-6-47) 
(10) 能 量 方程 ,由 (4-6-4) 式 在 2 时 刻 在 4zE 作 差分 
p" — [Favn 十 十 gr 二 | I V 十 AZ 
Eve l1 d (4-6-48) 
DI > a nci " 
e T 2 veut v") n 
Ant! — | 1 | bi l = T | l T 
LT |* ivo ty il " 
OAZS i = Amt[V S,6, + S,6, + Sae, H 26, Ed 
(1D 3 GER Pr = AH + vet | (4-6-49) 
应 力 张 量 分 量 [es pgh 
e| 一 |3 |  — (PH qs (4-6-50) 
"ERD 8- n 
(02) 稳定 性 条 件 
Ant! | 
(4-6-51) 


EI . 
dnt dico nti fani 2 
Sax a 十 b ! T 


AP ras ERA 中 两 条 对 角 线 的 大 者 ,a 为 局 部 音速 ， 
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4.6.4 边界 条 件 


A"nyei 
b 一 一 eC pty +i 
= » Vno 


(4-6-52) 


不 同 条 件 的 边界 格 有 不 同 的 差分 格式 ,为 了 实现 回路 积分 形式 的 离散 ， 在 边界 格外 面 要 设 


旱 一 排 虚 拟 网 格 . 


心 


图 4-6-8 ”对 称 轴线 处 的 网 格 


O F' 
$ |g | 
- LN 


(1 对 称 轴线 处 网 格 (图 +-6-6), 其 守恒 方程 的 形式 和 普通 网 阁 不 同 . 


V ac a 
vV^a^?r 
ds. | 8r 

p ————L23 
dr 


pa | 200. 486 
p= Tta à 


ghe — (P FV+V[S: S EG. totg + "E 
见 图 4-6-7 


差分 格式 如 下 , 见 


元 一 ani 


EES) 
p ría 


2 一 - rci 


i 
—. C(o2AY 中 L M i 


ge fL pc R ERR PE R E» 
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(02A -iXon-|5j. + (5). 


bo dr —GSap(ra — ri 十 Sag w — rx? 


F OG. rE — ry) T ira 一 r1) 


—J2ra(Gag — Cup) 


1 doe, i e j " 
pa | -maa didi 


图 4-6-7 对称 轴 线 灶 的 虚拟 网 格 


(4-6-53) 


(4-6-54) 


(4-6-55) 


(4-6-56) 
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2 — 
=A Ie Oi 7 Ea) ug Ga — noD 
(4-6-54) 式 的 差分 方程 为 


24 
rui 一 xu 4 [Fay c [EAT ^ (gj 一 Go) 十 DT — x4) + 0g (xg — xu] 
V V lo 


D 
(4-6-57) 
因 jb 点 在 对 称 轴线 上 , 显然 rd, 
Zpr DAE EXEC 4-6-80 ,情况 和 图 4-6-? 类 似 , 但 是 差分 方程 不 同 , 虚拟 格 参 量 按 对 
r 轴 镜 面 反射 原则 确定 ， 


图 4-6-8 固定 边界 好 的 虚拟 风格 图 4-6-9 自由 边界 处 的 虚拟 网 格 


(2) 自由 边界 格 ,名 和 辐 格 右边 为 真空 (图 4-6-9), 则 可 设 江 所 格局 , 世 , 格 中 密谋 ,质量 和 
应 力 分 量 均 为 0, 训 点 成 为 内 格 , 它 的 运动 方程 在 面积 1 E 3 N 上 作 回 路 积分 得 


iyi =i T 十 ag Uo n x: ry) + gmtry iim ri) = guo ts — Xy) UB TN — Pi »)y 


2. M. (4-6-58) 


UY =r Une Gr — zy) + Gans — x4) — dag lra — ra) — Gagn — ri 


十 2^ || te. — s) : T 十 | 一 gg) 网 (4-6-59) 


其 它 如 拐角 格 , 可 能 两 个 方向 均 为 自由 边界 ,也 可 能 一 个 方向 自由 边界 , 另 一 个 方向 是 因 
定 边界 , 均 可 以 相应 地 建立 差分 格式 . 


4.6.5 滑动 边界 


两 种 材料 的 内 界面 ,在 许多 情况 下 会 产生 切 向 滑动 ,有 即 在 界 画 上 同一 点 ;两 种 材料 的 速度 
沿 界面 的 切 向 速度 分 量 不 相等 ,法 向 速度 分 量 相 等 ,这 就 是 消 动 边界 . 在 HEMP RT B. BERE 
处 更 流体 一 一 流体 和 流体 一 一 弹 塑性 的 滑动 边界 , 计算 过 程 分 4 步 进行 ( 见 图 4-6-10). 


(D 重 物 质 界面 不 动 , 当 作 刚 性 壁 , 轻 物 质 (作为 流体 ?界面 一 点 六 在 此 刚性 壁 上 滑动 ,经 
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Lr 


图 4-6-10 MP gus RS 


ipa mik: 
《2) 界面 天 线 ,在 流体 作用 下 运动 , 重 物质 网 格 点 a^ P^ ins) aont; 
《3) HE EE IBI PIE - BEES EK—122 L BI 
DG 运动 到 Dt ,全 e+1 
(4) JE D^ f£ RREKET 天 一 ! 线 于 T 点 ,该 点 就 是 
轻 物 质 界面 户 点 在 ”十 1 时 刻 的 坐标 . 
依次 把 各 点 求 出 , 即 得 到 ”十 1 gp AUTE EE £x VESTE 


算 分 述 于 下 . | r. f 
DIETE MN" 


界面 不 动 , 轻 物质 作为 流体 的 应 力 张 量 为 xr 
c 0 0 ROLES AN 
0 c 0|,e——(P-cq) > | 
0 0 zz FE] 46-11 求 广 计算 图 
f AE ob £X LBS ab 方向 单位 问 量 了 (图 4-6-1D ,流体 
运动 方程 为 
de 
pec 
y (4-6-60) 
or = T 
f" PBE Rr. N 
PRy x- A cosa 十 A sine T= GT’ (4-6-61) 
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Na un d 
cosa = 一 | 
ab [Gy n4 €—nXNf (4-6-62) 
. Tb. 7 Fx 
sing 一 — 
Dx = Gcosa 
d (4-6-63) 


ÜrT — (sina 
设 图 4-6-10 eg 为 直线 ,方程 (4-6.63) 式 在 三 角形 CDge)"” Efe A REG HER RO AGREE 
三 角形 面 心 的 值 , 现 近似 作为 广 RB. 
G =- hadr = cosa + hodz * sina) 


=} |l atro = Xr) Zlo 十 go) tr, 一 r,) [cosa 


= E else. br n iGs cosa, — z) sine 


其 中 s t ea) tr, - e e a l 
A 为 三 角形 (Psge)” 面积 ,得 
G; = AG = |eg(rg — rJ +H arl, — rp? cosa 一 [Gs Grp — x + 93r, — Tp) bing 


则 (4-6-63) 式 的 差分 格式 为 
1 at 


ry = TI -G/cosa' 
28; 
(4-6-64) 
mimi So sina 
J f 255 
| [e| 
P, ULIS 
fS rsen 
. 1 1 
A 
BE (4-6-85) 
A 
(2) 界面 上 重 物质 网 格 点 的 运动 ,以 已 点 为 例 , 运 动 方程 为 
. oe. oc T 
Tr 
(4-6-66) 


rs dr r 
在 面 元 abc BC 4-6-10)} 上 作 差 分 ,把 耐心 的 结果 近似 作为 ALB 
CD xt SER CD va Z AIE REER, | 


XK — i 线 ( 即 网 格 中 心 联 线 ) Te 点 


(图 4-6-12) ,同样 过 凶 格 中 心 鱼 点 作品 
EREK — VERF d 9a. Em SEHE e 点 
和 了 点 在 那 一 段 网 格 中 心 联 线 上 S R, 
S Fu T 为 轻 物 质 界 面 网 格 心 ; 分 别 作 
ZR.ZS 各 ZT, 与 x S sc f H B. S. 图 4-6-12 交点 e dnd 的 确定 
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| 等 ,Ze $n x Spic fu $. 取 

tgÜ = tg($ — BB) i— 1,2,3:« 
E tg EMES, I 8 e ERR EAT PE PF D LR ER D BRL Q 241 02:3 时 分 别 为 
一 ,一 ;十 . 则 交点 e 在 ST 联 线 上 , 同 理 求 4 ARER FEL d HBR xate 设 d AEU 
Gru roD UT Gror ERE EQ ERA Gor) Qd BIRD mos UT BTSP mur 


olm rr — fu 
H»y = —7 == j Hinr ~= 
Tp Fa Tr — Gy 
— Murzu 一 max T r, — ry 
qe cce cu ee 
Hir 0 Hl 
(4-6-67) 
p, = Malru 77 ferire — 2] — myrr; 
i P. E MIET 


D 3 d Wie AMJ d AMJ o 由 相应 格 心 应 力 m 和 er 线性 揪 值 求 得 , 取 图 4-6-12 HdT 为 
h Ud 9 l, M: 
i = [ Grr — x4)! T (rp — r4)! ]^ 


(4-6-68) 
ls = [Gua — zu)? + Grp — ry) ]* | 
gull 十 Tt 
fi = EET (4-6-69) 
将 m 看 作 ab 上 的 平均 应 力 ,st 看 作 be 上 的 平均 应 力 
© oR ble, r)7*1, (4-6-66) 式 在 aBcB 上 作 差 分 ， 
ib x d 4 gt TM |, APTÍ[ TA)" rA" 
eic di ee Feel FUAN + GAN s 
angi E gil (c, — Pp) AT" (a, 一 Gp) T" 
Chis gpl $ naz $ rdr) + «i M |l M J 
d odr = [elr — rao t or — n + aira — r2 nur, — ry 
d rdr = [rn trs = r.) 十 Tala = raa 
f ordz == [Fa E, — £a) dox — x H dlrs — ToT, — xa] 
中 rdz 一 [ry (rs x) 十 tar, xd xp 
My = (Arg, Mg = (Arg 
x 一 is 十 这 + 二 n+ 二 
á UT (4-6-71) 


Pu = nyc nias 

(3) 计算 CK — 77 £g ERE D UG" 等 坐标 ,用 通常 的 内 格 点 计算 公式 44-6-35) 
种 (4-6-362 式 进行 ， 

(4) 计算 天 ” REWER T Gero T AEDT BREKK 线 于 点, 判 斯 
DEF 线 与 娜 一 个 网 格 线 相 交 . 

Bx DU fo Ex Suc $.D"U 与 ca 等 联 线 与 x RCRUM Bos SE. 
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tg = tg($— 8)  i-1,2,3,7 ` 
当 正 负 号 改变 时 , 广 - ge E RRA 
十 ,例如 图 4-6-13 中 1 = 1,2, 3 时 人 tg8 为 十 ， 
de ues , 刚 产 +1 ikea zr. fn ind T 


式 求 得 
rU | ra 一 ro t Mtp — teže) a" 
dj Pig — Ph 
"m Cua sto s iu 
i Ma — Mp | 
(4-6-72) £613 交点 UHRE 
(zum) n (rom onu 
Ay 一 Gp X — Xp 
rr rid ye ed (4-6-73) 


— bat" 


Xy7 ou Ba ou: 


图 4-6-14 五 边 形 面积 的 计算 


(5) 计算 界面 下 面 一 排 流体 网 格 中 心 [KK 一 | 的 比 容 . 由 于 界面 网 烙 错开 ,不 再 是 四 边 
形 而 是 五 边 形 , 如 CDGg87)"t1, 可 将 五 边 形 分 为 三 个 三 角形 (如 图 4-6-14 所 示 } 
p r^ p 
Am 3 Xy —- äp ryQ— rp 0| -— LG — fpr; — rp) — (xrjg — xp) lr; — rp) t+! 


Xr; 一 ED ry — Yp 0 


AS == Fie xd Zp) (rr = rp) m Cx, ZI Ip) (r, wes rp) JU 
l 
"i. -一 

AS 7 


EEE E E E E 
以 Ag A (Ag 为 截面 旋转 得 体积 Ug tgs Tas 半径 取 三 个 顶点 的 平均 值 . 
总 体积 VF! = 2x(Agro t Agro 十 Agr@)"™! 


ü 
Ñ 


比 容 Ve = wM E; Aor + Agro F Agro) "T (4-6-74) 


T1 
Vr 


— 163 — 


中 国 国 防 科 技 网 http:/ /www.81tech.com 


"p 53-1 r, 十 ry 十 T u~] 
"T T r, +r, d- rp (4-6-75) 
8 cct ror 


流体 没有 偏 应 力 , 界 面 流体 格子 的 其 它 量 gt e 和 弹 塑性 材料 格 了 于 计算 公式 一 


RE. 
(60 其 它 清 移 处 理 方法 
以 上 是 HEMP 程序 中 的 正 置 滑 移 线 计 算 . 如 果 重 物质 在 下 方 , 轻 物质 在 上 方 , 称 为 倒置 滑 

移 线 , 则 要 用 另 一 套 计算 公式 . 这 种 处 理 方法 称 为 主 从 界面 法 ,有 的 程序 则 不 分 主 从 界面 ,如 

TOODY 程序 和 C-HEMP 程序 (Lynn Seaman, 1983). : 
以 上 计算 的 滑 移 线 ,在 初始 时 刻 就 存在 ,不 受 任 何 条 件 影响 , 称 为 自由 请 称 线 。 还 育 一 类 

“束缚 滑 移 线 ”", 满 足 一 定 条 件 时 , 才 产 生 滑 移 , 例如 束缚 点 的 八 面 体 剪 应 力 rs 大 于 某 值 时 解除 

束缚 ,或 塑性 变形 大 于 某 值 时 解除 束缚 . 还 有 一 种 方法 是 某 点 解除 束缚 后 ,以 速度 us 值 依次 使 

其 它 滑 移 线 点 解除 东 继 ,这 些 措施 使 得 计算 更 接近 实际 情况 ， 


466 Nhi 


拉 格 朗 日 法 允许 任意 四 边 形 网 格 . 但 是 网 格 线 依 偏离 正 交 ,计算 误差 傅 大 , 因此 初始 网 格 
尽量 使 网 格 线 正 交 ,网 格 尺寸 尽量 均匀 . 随 着 计算 的 进行 ,网 格 随 着 材料 变形 和 扭曲 ,使 计算 误 
差 增 大 ;如果 发 生 网 烙 线 交叉 ,就 会 出 现 负 质量 ,如 图 4-6-15 Bros. 为 了 解决 此 问题 ,人 们 采取 
了 各 种 措施 . 一 类 是 尽量 延缓 网 格 扭曲 ,加 进 各 种 形式 的 粘性 项 ,其 中 较为 有 效 的 方法 是 采用 
三 角 网 格 , 当 三 角形 的 一 个 角 接近 180" 时 (以 后 才能 穿越 对 边 ), 网 格 体积 变 得 很 小 ,密度 加 
大 ,使 得 压力 和 人 工 粘 性 加 大 ,阻止 顶点 向 对 边 接 近 , 从 而 避免 网 格 交叉 ,但 是 这 些 措 施 可 能 使 
计算 结果 远离 实际 物理 图 像 ,因为 一 些 过 程 实际 上 存在 材料 的 扭曲 和 变形 . 另 一 类 方法 是 重 分 
网 格 , 以 一 定 法 则 将 变形 的 网 格调 整 到 较为 整齐 的 形状 ,从 面 避 免 网 格 交 叉 , 但 是 在 重 分 网 格 
过 程 中 ,必然 要 加 进 输 运 计算 ,也 就 是 说 采用 了 网 拉 方 法 ,使 得 计算 不 再 是 跟踪 原来 的 网 格 点 ， 
而 是 跟踪 重 分 后 的 新 网 格 点 ,经 过 多 次 重 分 网 格 处 理 后 ,面目全非 , 计 算 图 形 已 经 不 能 对 应 初 
始 网 格 了 . 但 是 比较 起 来 ,还 是 重 分 网 略 得 到 了 三 这 的 应 用 


2 2 
2 
fh M 
3 Z i 3 
NI | 
4 à 4 
4 1i i 
] 
图 4-6-15 网 格 变 形 孙 着 图 
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重 分 网 格 的 方法 很 多 . P6 32 as d a PERTE ir EA PERDE dc ERE T TRAG «DR a 
一 个 顶 角 度 四 ( 即 夹 角 太 于 180), 风 对 该 点 进行 于 分 . JEUX att E PLEX E 7 2 s e UL S (or 
网 格 尽量 小 交 各 均 旬 :最 后 症 通 过 输 运 计算 .使 新 旧 网 格 守 和 民 , 求 出 新 闻 格 的 各 物理 晤 . 下 而 介 
绍 一 种 重 分 网 格 的 方法 . 

ILA 4-6-16 HEBR fi fa ex O I] fe Hg uu Ar RON EB a Js 
Té B9 5] Fr M V] , KME rH ex 0- ERE 01-02. 03.01 方 
m] Er 3E De); > TE LA Tp eir pg ci er n 75 Fg E 


l d 
确定 5 点 ,并 用 01~04 ROSALERIRNER ORN 。 
Ca 
ee E B EE E a e ai 


Ata = A, og E= l, 203.10. 08 78) 
Jo. LM, 
ys 7 ved 5 min|áóv, ho T | 
E T E 4-616 GR ED ERR E BL O Ae 
Aya meae gud Edd 
式 中 . 为 调节 系数 ， 


新 朋 点 确定 后 ,组 成 了 新 了 交 格 .于 足 : -部 分 上 网 榜 的 体积 扒 带 质量 , 动 志 和 能 苦 划 时 新 网 
ki cT mS SEEN I grs. 设 系 统 的 边界 上 的 输 运 已 经 给 定 , 角 点 的 计算 依 
次 进行 ,图 4-6-17, 中 天 一 1 fgTEAAE K 行 上 的 7 一 1 点 已 经 计算 完 , 现 在 要 计算 6 引起 的 输 运 . 


| 


8 


je -n-z o aal ch ei E 


ur e 4-6-17 H = AERECO N E s 3 4T M] 为 V, = WK ugi . Va 5V ungs m — Vsus: V, 
—ai OE SCGEE URB b BUCH Re rp M [E ELA E WE SEHA «DRE S M. A S — ATERN 
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质量 分 别 为 
jp p ] | 
£i | ei... 
Mam ' iv, BIV,D-o- E 一 BF (4-6-77) 
|| |j 
E | | 


z= 1,2, 3.4 
mp 8 为 可 调 参 数 ,8 一 ] 为 贡献 网 格 法 ,8=0 为 中 心 凑 
分 . 
每 一 个 伸 点 引起 甘 围 四 个 网 格 各 输 运 一 次 ,区 此 每 
个 网 格 需 经 过 四 个 角 点 ; 共 四 次 输 运 才 算 完成 ,用 上 标 
“和 ”分 别 表 示 一 次 ,. .次 和 三 次 输送 后 的 量 ， 
图 4-6-18 上 表示 网 格 T EIE PRAE K: 
Va SV qp ES Var =F 
—V e +V — Vr 二 TV (4-6-78) 
由 图 4-6-17 得 M >M tM. AM, : 
M,—M,—M,.- M, 


(4-6-79) i8 1-8 18.— dor Ii Pd e dor HABI Xo 


由 输 运 前 后 的 动量 守恒 可 得 


M, -Cun + an Faro u o tMi? TOn Hu 


ax bu) My la s b s b) 


TOM Ios 1 as) 


- M, eq cto 4; tun M, TG Loan, cr, bon) 


4- Ma,” TU 十 ww 十 ww 十) 十 M, Jn -H a, uw] ed) td-5-502 


d 
H1 ER RT RETE uo METR HH 5) EE HE wii. 
内 能 输 运 由 下 式 给 出 


S ipe), | | 
(pe) (oe ) | 
(Me) = L ' (V BAV 0 + «V, BIV.D (1-6-81) 
d toe) (pe 2, | 
{ OP ) (oe), 
7 lis. E. 3*4 
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| 


e, = -——Í[XOMeY, + (Me), + (Me), | 


ds jr Me, + (Me), + (Me), ] 


(1 6-82) 

es " FOMe), + (Me 4 CMe),] 

goes ir Mos + OM, + (Me), ] 

. 新 网 格 密度 
p: = AE (1 6-83) 
V, 
新 网 格 未 万 ,由 状态 方程 得 

EL (4 6 84) 


7 E LET vE P. n] ER, AA EXE JE EHE e A PL (Rub T TEE BB s Bos a ER PIE 
fé) ies Br DEAS AE. 但 是 总 动能 不 能 保持 不 变 , 这 就 是 输 运 所 引起 的 误差. 

划一 些 大 三 控 氏 程序 ,有 专门 的 日 动 重 分 网 格子 
FUT AARAA AOE RO EKE LAH A 
ACROSS ETTE. t EAR LR a RH EMA: 
序 中 的 一 个 重要 子 程序 . 

4.6.7. 初始 网 格 划 分 

JA P f d EUER BUS HI 0 8 S REPRE EXCEL AT 
回 格 ,给 出 关 和 了 的 值 就 可 以 确定 网 格 号 , 欧 拉 程序 和 一 
部 分 控 红 程序 ;如 HEMP 程序 采用 这 种 编导 , 还 有 一 种 
在 限 匹 编号 ,如 图 4-6 -19 所 示 ; 分 网 格 呈 和 节点 导 岗 

? 种 , 雪 O ERIE: O EARR E TE Rx REZEPTE 3 的 节操 

1,9.2,05 候 绕 节点 的 网 格 , 怒 绕 节 点 1 的 网 格 6.2.3.4 60 围绕 节点 的 节点 ,如 钱 节 点 1 fS) 


HU BE 


[S 156 20. mp £i Kd es Hagl Apat Adel Nt 


Bj 16519. A ud y 


Bi 2.3.1.2. Loic X ET PAGE TE XE E TE A AREE DER. EFE 765 e cul 
LU EETE DUI ia E ELE A RE EOK: TIERRA HRS. A S ESITA AR aE ER KHH 
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的 区 域 用 细 了 网 格 ,其 它 区 域 用 粗 网 格 . 图 476-20 Ae dft ROT A p ERCA E TRE A 4176-21 十 
网 格 尺寸 双向 逐渐 放大 的 和 情况, 用 有 限 元 编号 可 以 使 网 格 设置 更 方便 ,适合 于 边界 复杂 的 计划 
y. 


4.6.8 HEMP 方法 算 例 


HEMP 7r 3: rz H]-F- By xdi b Fit Mat E Sis a. Sz I EB TEISE RRE 力学 领域 数值 模拟 ,只 帮 
(c KE T 382) x. Fig JL T$ (9. 

(1) B 人 炸药 对 钢板 接触 燥 炸 ,铜板 由 隘 强 度 了 到 10Kb . ALI 4-6-22. 

(2) 遍 能 炸药 爆炸 驱动 钢管 , 钢 的 一 10Kb. UB 1-6-23. 

(3) 高 能 炸药 在 两 点 起 爆 . 爆 对 波 相 玫 作用 ,并 对 接触 的 钢板 产 牛 航 坏 效应 ,网 较 4-6-24， 

CO 爆炸 上 讨 实 金属 粉末 的 数值 模 氢 . 死 网 1 6 25. 


Fs 1522. f FU eim aeu 


uad 
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mp mmm meh hum emm m 
mm Faa = LL 


mE LESS 


= 


k NE Cb 


L—DITILC——-ÀÓ4-- 


et 


SH Eg i E 
Y "= [ükb 


0.37 5cm 


m nmm --mE T 
-e-u ILI -- 
see oe EPO eann =a uh þem en am p 
RE --ami| rb 
aci 3m aenar- puta]... 
1a3-—347 7 [LIST 
AEQ NM nda " 
i 1 "xal, 
3 -de -u 7 "T7 aaa. —À 
-一 ra 一 =- 
a eni 
-B " ja m7 "ta "l»*g 
"n LIT 
I € - 
* 7 二 9C 


REL MR re] 
murum ÄH kih ierre E 


nE E E E E URL ERI Room t ira 可 
Fr 


r-g,ü9usec tf -3,.]3g sec 


t= sec 了 = ġa 4T u Seg 


[8q 1-6-21 高 能 炸药 网 点 起 煤 
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r-g2.5&45 


Bj 4-6-23 爆炸 压 实 金属 粉末 
NE. T OHPSE Ri. G AE i 金 改 粉末 1 5. PLAE e RE 


$4.7 2DL 方法 


2DL 程序 是 反应 介质 的 二 维 拉 格 遍 日 型 程序 “',2PL 程序 可 以 计算 多 种 介质 系统 的 平面 
和 办 对 称 问 题 , 介 质 可 以 是 无 反应 的 ,也 可 以 是 反应 的 凝聚 相 和 气相 . 化 学 反应 辣 题 用 Ar- 
rhnius 反应 定律 ,C 一 ] EARE, Sharp-Shock 燃烧 及 Forest-Fire 燃烧 模型 . 对 固体 材料 还 考 
J& T 38 88 PE dE X ESSERI BE GUERRE SE 19 o OY EZU. 3 RED RA BESOB RES AR CRI 
AES Ar 5E 3A 7I 2E TERR FR HOM 状态 方程 来 描述 . 0 PEARCE — He up CUAPEBY-TRUT AE 
性 ,真实 粘性 ,重力 , 弹 塑性 变形 及 断 型 等 . 2DL 中 采用 的 单位 是 微 秒 4 时 间 ) JE KES, 


CERO ARIA EN). 
4.7.1 流动 方程 
在 三 维 簿 卡尔 坐标 中 ,动量 守恒 和 能 基 守 人 恒 关系 是 
o, = FS 一 a + eg, (4-7-1) 
pl — — PV + S, d, + AVT (4-7-2) 
站 中 d, 一 il Z i (4-7-3) 


对 子 二 维 平面 对 称 (e=1) 和 轴 对 称 (a 二 2) 的 几 柯 形状 (对 圆柱 形 x 表示 径 向 坐标 ),(4-7- 
1) 式 和 (4-7-2) 式 变 为 


F : JGS Em P d. (a 19 E 
——— T A. n DOO A O 二 人 — -— 
a. -Ü,-v| ER puo qe (23, + S.D 1+ E, (4-7-4) 
NN as. — FP} ds, (a — 1) "T 
a, =Ù,  V| S92 4 xm EDP D | 十 可 . (4-7-5) 
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一 一 PY visa Z — (a — 1) zz ae NE — (a— 1) IE s, [S 4 d 
ete E aere) 
RPU U, HERDE: 5,5, 5. 为 应 力 候 量 ,为 拉 梅 基数 ,a- Ma 为 加 速度 分 量 ,T 为 比 
内 能 . 
4.7.2 粘性 


在 有 限 差 分 的 数值 计算 程序 中 ,粘性 起 到 限制 冲击 波 前 沿 梯度 的 作用 , 它 用 体积 粘性 项 g 
和 偏 粘性 分 量 9..,9 和 9g. 来 表示 ,将 其 分 别 加 到 上 述 式 中 的 了 ,S1313; 中 去 ， 
O5) ATK tE 


Qu S qu. — fe — Ü (4-7-7) 
KA y 
EDI V« 0 
q—4V | | (4-7-8) 
P yo 0 
poa 是 时 间 步 长 ,天 是 与 应 力 同 单位 的 常量 . 
(20 真实 粘性 
| 11V 
"nm Zu | dr id E vi (4-7-9) 
E i d 
qu 一 s 2 + za (4-7-10) 
加 QJ. 11V 
da = 2mw| — y] (4-T-11) 
q 二 一 | 加 十 2| 5 (4-7-12) 
AF pr A; 是 真实 粘性 系数 . 


4.7.3. 状态 方程 (HOM) 


压力 和 温度 用 比 容 . 比 内 能 以 及 族 率 相 一 气相 混合 物 中 凝 到 相 的 质量 分 数 W KER W 
= gre RUP M, DARRE M, 为 气相 质量 


(1) 涂 队 介质 { 固 相 或 液 相 ) 
在 这 种 情况 下 ,凝聚 相 的 质量 分 数 克 为 1, 比 内 能 为 开 , 比 容 为 了 ,温度 为 了 ,Mie- 
Grüneisen 方程 给 出 的 同体 压力 P. 5; V. 和 了 的 关系 {下 标 s SOR BER TED 为 


Y 
P, = PAV) + gU — 12] (4-7-13) 


式 中 PCVY ,天 (7 是 压力 和 内 能 作为 站 RAKK 25" HR V 为 初始 比 容 ; 当 六 , 志 V, 时 ， 
Hugoniot 线 是 参考 曲线 ,Gruneisen AM Y, h FAEM: 


Y, = V. (2P,/3l v. (4-7-14) 
对 于 实际 材料 ,实验 的 Hugoniot 数据 表示 为 冲击 波 速度 人 .和 质点 速度 (7 的 线性 关系 
U, =C SU, (4-7-15) 


— V 


http://www.81tech.com 


中 国 国 防 科 技 网 http:/ /www.81tech.com 


Py 一 (V, — V3 ]/LV, — SO, — VT (4-7-16) 

u=, : pgtV, - V.) (4-7-17) 
AP FAR Hom unies COS AAR TERK STV PoV LIS: 

POP, SU, — HO | (4-7-18) 
Hugoniot 温度 全 采用 Walsh-Christian 技术 ,将 Ini WAR oV., 的 四 次 多 项 式 , 即 

In 了 — F, H GInV, 4 H (nV, 4. LOnV,)? + J,CInV,)' (4 7-19) 


XB Fae GC Hoe Led 是 系数 ,为 了 从 Hugo- 

nior 式 中 得 到 温度 ,就 要 应 用 热力 学 关系 式 : 

GT OV 一 C ,内 此 ,只 要 人 Cy 保持 不 变 。 
就 有 P 

Tomo A, DuC 
| (1-7-20 

对 于 VW = Va 的 情况 ;可 以 指定 人 Nb E 
系数 来 模拟 发 生 相 变 的 材料 ( 见 图 4-7-0); 

Vou Vu VsymHo-7T15 qmm co A; 

M VOL Vo 方程 (4-7.16) 式 中 的 CC 和 MS 分别 

Fi CLR S OE FREE Vus SVSV ;压力 为 


re E 


muB: 
ae 7 [Ces m Lom XI. [Fa m $V, NE Y ul 
x Vase. «V. 用 曲线 l + zi V uii V, 
CV. * P, v Is CH H); 当 V, e Pert FH H 线 
[的 组 全 ROT 发 生 相 灾 的 材料 Eugoniot ii 
Hugoniot ZR rf JA XX UE Zi Fg. 3E LL SE Sr 77 Ve 
O7 UD E HC 


I (B Cios 确定 


(Bc. 5 确定 》 


i; — duc I USE Peur 1 (4-7-21) 
式 中 la — T0. T 1 aX P s URS V... (4-7-22) 


VEV RREA -个 ,又 可 以 采用 方程 (4.7-17) 式 。 当 比 窜 天 于 Va 时 ,也 可 以 应 用 Mic- 
Grüncisen 方程 (1-7 a. 但 P.—0 作为 参考 曲线 ,根据 热力 学 关系 式 

CAN Ye = C,/C32aV 2 — P, (4-7- 233 
RECI VO SC GaV E DE A E o EREA NGC C 就 是 通常 的 比 热 . 
因此 , 沿 了 二 0, 有 


i LV — [C /(38V,) (OV, — Va) > (4-7-24) 
BEYE Vc» V. OBRA Ps Vo 了 之 间 的 关系 为 
> hrr 64V. dd - 
(Low Dore 1j] (4-7-25) - 
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3 V >V, ARE t RREA IRRA: 


I p = C, — 3P V, (4-7-26) 
3p gr FEI: CC CG EREM BO. M P.—0 参考 线 有 
Tavo ela PERNE (4-7-27) 
ix SR S75 EX S EE n) BER H oA — 1/0, 得 
T, — T.V 4 LI, — LVJC, (4-7-28) 
或 TTF | (VOV (4-7-29) 
EXC Ar KR IP) SR EE PE EI. T RES suo (ERI Von-Mises Im lit 3e fEok YT 9 TES TE K ak 
“材料 单元 的 旋转 角速度 为 wy 有 
" ; ^ 1 Y a . . 
D ES 2n a 73 v 十 2e, (4-7-30) 
! E o. . f 
Sa = | p" FT 5) (1-7-31) 
` i a. l Vc toon | me 
Duis 2p] c 8-45 E 2S. (4-7-32) 
x aU, aUa DEREN 
xn 7 79 125 Ua | (1-7-33) 
Von-Mises TERN: 4 
Am oU NN (4-7-34) 


M f zYi 时 , 按 (4-7-30) 28 (4-7- 3:2. Xi EE EH c o4 > YU A diu 71 4) T 
— /3/)". Bp 
S, = (YERS) 58. 

(22 ^UB4r REESE rn 

JURE TAEDA W —0. EE H Ve AREA I EDIT, Mie-Grüneisen 方向 给 出 
了 气体 压力 P, 5 VLL, HER C PR € 表示 气相 ) 
| ging. 
V. dlak, ， 
b'BB; X S5 hA. COEL XE M S C- 状态 是 ^S MEI GS — ECHO 38 71 S 3E RH FOR- 
TRAN BKW YT. Fidi] — 3E UL Cr 8) P UAR: 


i — FE EB n m I, 0,3] (47-35) 


TUER EM RU EIE (4 7-36) 
In(Z, + Z0 — K t Ly t My! e Ny! Oy (4-7-37) 
nT, = Q + Rr--S5r--Tr-0-1Ur (4-7-38) 


ÅP r= 4， 也 是 状态 方程 常量 ,Z REB. utn cg L-TZ-o. 
所 以 方程 (4-7-35? 式 可 以 写成 


AR v xp ir (1-7-39) 
而 — = Ro 28lnV, + 3T nV 4- 4U (nV. y (4-7-40) 
ila EJ h PRSE 
T, — TAVO + EU, - LO] (47-41) 
! 
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AP C 是 气相 介质 的 比热容 . 
(3) 沟 依 相 各 气相 混合 介质 
当 质 量 分 数 即 不 为 0, 又 不 为 1 时 ,系统 中 便 同 时 存在 两 相 介质 ,假定 两 组 分 的 压力 和 温 


度 相 同 : 
P=P,=P, (4-7-42) 
T=T, =T, (4-7-43) 
总 比 容 和 内 能 为 
V = WV,--(0—W)V, (4-7-44) 
I=WL+ 0a- W, (4-7-45) 
(4-7-200 RRA WC, CA-T-AD ERU WO C. R IS ELI 4A C4 7-43) 3$ M CA-7-450 RR 
得 到 
I—Wl, 0- W, + WTC + 0 — WYTC, i 
in WC, 3- WG, SACR 
H GUI 7-18) 3 RH CG4- 7-200 3I 
s 
P,— P. 十 EMT, — Tu) (4-7-47) 
EH -7-3 A A 04- 7-20» 2048 
P,=P, + 8. mu (4-7-48) 


BE sr Jr $8(4-7-47) . (4-7-48) , (4- 7-422 , (4- 7-432 . (4-7-46) 式 ,于 是 得 到 

Py 一 已 十 | Wa - lT- E Rmo (4-7-49) 
如 果 IV. W 已 知 , 则 可 用 交叉 法 对 V, 或 了 进行 迭代 ,直到 满足 方程 (4-7-49) 式 为 止 . 开始 
选 代 时 ,需要 取 两 个 初 值 , 当 Y<Vu, 对 Y, 进行 选 代 , 两 初始 值 取 VY, 一 Ye RV, —0.999V,; 34 
VEV, RV, IER. BIB V= (V —0. 9V,8O/0Q WOA V,—1. 002(V 一 0. 9V, W) / 
(01 —W). M55: AC de MERE SCC, RYO RRV. =V =V, Anil V, 和 V, 后 ,就 可 


bokRPHIT. 
4.7.4 燃烧 模型 
某 时 刻 反 应 系统 中 有 未 反应 物质 量 M ,已 反应 物质 量 M EARRAK 
i Me 
M, +M, 
下 面 介 绍 几 种 常用 的 友 应 速率 方程 . 
(1) Arrbenius 模型 
À-— — Z(1 — OexpC— E" /RT) (4-7-50) 
xh 1 为 反应 速率 ,Z 为 频率 因子 ,5* 为 活化 能 ,R 是 气体 常数 ,差分 格式 为 
jou A AM — AXDZexpC— E* / RT?*) (4-7-51) 
(2? Forest Fire 模型 | 
Ac — (1 — Aexp{ 2 a,P'] (4-7-52) 
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AF a. 为 系数 ,由 模 形 试验 得 到 的 POP. 图 拟 合 得 到 . POP. PEL TEHSOE DR 189 fS E 25 7 f v 
击 压力 P RUSGELESEB S ` H RR HEX. Forest Fire 模型 的 原理 是 假设 不 论 初 始 条 件 如 何 ， 
炸 约 承受 间 样 了 P` 时 ,就 在 相同 的 传播 距离 达到 相向 的 分 解 状 态 . 差分 格式 为 


jt n ar A — Xexpl Sa (Ch (4-7-53) 
(3) Cochran $U 
A= w Ph A) PAC — A) (4-7-54) 
AP on os n Im AUREOS SAC RSS 7101 23 JURE LAC OBS D PUE LIE DEBA A 是 成 


' 核 过 程 中 的 炸药 反应 度 ， 
(4) 点 火 与 增长 模型 
此 模型 认为 冲击 波 使 少 基 炸 药 点 火 , 其 压力 受 压力 及 表面 积 控 制 ,热点 燃烧 发 展 ,使 热点 
间 的 炸药 在 10 s 内 耗 尽 , 方程 形式 为 
a= I0 — AY -- GO 一 Pr 


(4-7-55) 
7 — vu 1 
Aoun 为 受 溃 击 而 未 反应 炸药 的 比 容 ;7 n yz YLC 为 常数 。 方程 右 端 第 一 项 表示 热点 形成 


的 贡献 ,用 ? 来 描述 不 同 的 热点 形成 机 制 ,第 二 项 为 热点 成 长 的 贡献 ,用 如 表示 表面 积 与 体积 
之 比 , 用 产 表示 与 压力 相关 的 燃 烷 速 京 . 根据 空 穴 倒 站 的 热点 形成 模型 , 取 热 点 为 球形 ,可以 
推导 得 (4-7-55) 式 中 xz 一 2/9,7=4，y 二 2/3. 关于 反应 速率 方程 的 讨论 , 详 见 章 冠 人 和 陈 大 年 
著作 -51. 


4.7.5 ENNE 


网 格 为 四 边 形 ,zz 方向 的 速度 分 量 为 (xyz ,其 欧 拉 位 置 为 (zz》, 由 形成 拉 氏 网 格 的 
交 线 来 确定 . 很 设 一 排 有 AN 个 网 格 ,必须 具有 NN 十 1 组 速度 分 量 和 坐标 ,其 它 量 (P,T,W LM, 
1 ,是 网 格 中 心 量 ,因此 每 一 排 网 格 只 需要 NN 个 组 ， 


CO 网 格 体积 
如 图 4-7-2 所 示 ; 将 四 边 形 网 格 分 成 两 个 三 角形 ,三 角形 面积 为 
Ai = es He £ulimrp 一 X) Ls (XA mE Tp (en zu) | (4-7-56) 
A, — Gr m Zo ťa m Ig) 一 rp m Tolza nm Zo? | (4-7-57) 
A = Ap + A; (4-7-58) 
重心 半径 为 
Xp = E 十 Tp H Za) (4-7-59) 
X= ric d ds c ua) (4-7-60) 
网 格 的 比 容 为 


ya "S A,CX,Y EE Arl X4) 
E M 


ED 没有 包括 在 内 ， 


(4 7 61) 


mE 
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(2) 粘 禅 塑 性 流动 
人 工 粘 性 Z 


Vtt — V*| 
q''! — 


1 pp ie 
(1-7 62) 
(de-al 


上 十 了 


U We "ET — q.- im n 


GENES 
HB sm A EÉEECOC» 
和 下 HEL) 


在 平面 情况 上; 的 条 微分 应 用 格林 公式 ,如 未 下 
(rz) 是 任意 连续 图 数 , 则 
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i+i j+l 


Fr ih ERLER PURSE EAH 


Z =lim 1 PF erede (1-7-64) MARGAR A ASA 1 A 
T = — fim » DF Grado (1-7- 65) 
" Aii 
式 中 面积 A 和 积分 路 线 如 图 4-7-2 所 示 . R RA SR EE E RR A 
| Lll . 
E c qus 二 (4-7 66) 
C ] = 
' ' 8L] 
=] =z; [U | (4 了 613 
Toan | - 
ET — ALU? a cn (I e- UF rna- rali (4-7-68) 
DL; = 
t jntl : 
ES =L | 一 [^ us te) -E qd e MICI PA (4-7-69) 
(rog 了 
rE : J-l _ | 
RI zj = z[t E (4-7 70) 
n Ati y! p yel 
JU p acl B 
T Éa Sel (4-7-71? 
ao v patet qu e J 
un ad, 3! Vi | E 
m M LL QUIET qn! E dedi 
git! — | p | T En p (1- 7-73)? 
"T NE 25 | U | "3 r= 
a | = ue] pos -== 3 | ar | (1-7 74] 
(3) 禅 塑 性 流动 
Ps ME i E. TE 
Su! =S + PE A 7 "E s l |o] (4- T-TS 
Uoc (t 
， r T "TY T 1^4 . 
SEA tala E: n [o e GT, — S22 EA 
To. B ri s í rA OG 一 
[ cocus V v i i m 
qr! 8^ 4- 2A M =g] |- 95 | (4-7 TT) 
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(4- T- 78) 


N TRER t RE LS HT 
sA S eea (3-279) 
F 六 3 注 中 ,材料 是 弹性 状态 ,SS- 保 持 不 变 , 若 2 EYE ERBEN EA- - 1 f 
应 旋 分 量 都 应 乘 一 个 因子 . 
B NEL (4-7-80) 
RIE E RESCHS MERE digna- TEA KRD MBIENT ARI 314 HE E TEH 4-7- 
7 一 (7 TOSGEH E RUBUS RIARI BAA SS. S PARE 


F 


hr. 
(4) EH 
(p nc-ldHE U g piar 7 66)-(4-7-690 8H. DAL Jl 
H-: "oOo mtl a” Ers Z. Ar | LE EE s [= qi 
pop qn —vwx equa Ai | » Dm sS 
T PN LU JU. a 
+ 
pat nds — 27 -| 1. P --- T,  a«-—][(T, 
Du o S MO MEI > Í | A. 
J- AA 十 一 | 一 TEL poe P LIA || (4.7 8]) 
IVIPLQLT, AE Eo AA 4-7-3 Por BRE de 65 dE AR. EAE 7-8ID BR 


计算 的 就 足 网 格 1. 
(5) 压力 和 温度 
知道 VT dg WH! 以 后 ,就 可 用 第 4-7-3 节 所 述 的 
Hom 状态 方程 求解 Prol T7. 
在 子 程序 Hom PREJ PRU 时 计算 是 以 .0 数据 
为 依据 的 ,而 这 些 数据 并 未 由 于 材料 强度 的 影响 而 加 以 收 
JE LB UR 末 经 修 止 的 压力 测量 ( 更 确切 地 说 是 章 向 应 
init 含有 出 于 材料 剪 切 强度 的 影响 .这 个 影响 的 量 可 
(ie K LY, 在 较 低 的 压力 下 ,Hom 计算 是 准确 的 .在 较 大 
| 民用 下 "采用 -种 简单 的 方法 对 Hor 计算 卜 力 进行 修正 


€ Ü" e d Du “时 ， BPE: PRET EY, Ht. 3 图 1 7-À FI A E 
Pica Pa Wo ka tee Te. H 
acol _ T eu d " 
| qo | I (4-7 82) 
式 中 p | acu p m DPA, SER PI 
| DAS [Py mS P, 


(6) 炸药 燃烧 
燃烧 速率 的 数值 计算 已 经 在 4.7.4 节 进 行 了 介绍 ,在 此 不 再 重复 ， 
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(7) 加 速度 分 量 az 和 a 


EXTER 
Pas (Pe qo S, (4-7-83) 
Pe aa gc e exse (4-7-84) 
M E S] (4-7-85) 


式 中 i 三 ] 234 HERI á-1-3 Brzs E RITE «S. 9. Spr SN Frrr Iase! 图 4-7-3 PR o 
的 z 向 和 zx 向 加 速度 如 下 : 


- MEE uo | _ Par Pag Uto — za) f | zo 十 X8 六 
M, + M, M; + M, | 
PROC AA B, "a Ba PUn ci zo + xc ^ 
Miss M, + M, 2 
Auc ata MdB Xo t za i 
M, +t M, j M, + M, 
pea aa a a aa 
M, + M, Z M, 十 对: 2 
Q GG — DV 1 _ çi m 
Xd ox, = Sa) d E. (4-7-86) 
2 
S LUE £p + X Do. Ves | To + £g J^ 
G, = M, + M, 2 f M, + M, ? 
~ Pu PRO — s) zat se | | s 
M; 十 M, ; M, 十 M, 2 
qy Sa T SEG — olf zo x | p Sa paG ta) L2 B 
M, 十 M, | D M, + M, 了 
| | | en É 
M, t M, 2 | M, + M, 2 
(a 一 Wi " 
2 
(8) 边界 . 
边界 可 能 是 自由 边界 . 活 蹇 .连续 边界 . 轴 、 或 滑 移 商 . 角 上 需要 做 特殊 处 理 , 其 方法 取决 于 
角 上 特定 的 边界 组 合 。 


自由 边界 ;边界 两 边 的 网 格 中 的 于 为 和 和 应力 懈 量 符 号 相反 ; 
活塞 边界 :边界 网 中 压力 取 成 活塞 压力 ; 
连续 边界 :两 边 的 压力 和 应 力 偏 量 均 相等 ; 
LUE 两 边 的 压力 和 应 力 偏 重 均 相 等 
人 洁 近 边界 网 格 的 网 格 坐 标 可 由 线性 外 推 来 计算 . 
对 于 光 移 面 有 专门 处 理 方法 ,在 此 不 作 介 绍 . 
(9) 网 格 质 点 速度 
CU UU" aM 
Urti — [IL aM 
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| 
| 第 三 步 
(10) 网 格 边 界 位 置 
| rU5cmataguuu 
| x^^ l a g" 十 L'A; 
如 果 由 新 网 格 边界 算出 来 的 体积 为 负数 , 则 就 取 老 网 格 边 界 , 即 速度 U U. 都 取 成 零 ,这 
| | 就 是 所 谓 的 "大 工 粗 略 重 分 法 ”Poor Man's regone). 


| 9 4.8 ALE 方 法 


| 
为 了 扩展 程序 的 功能 , 欧 拉 型 程序 中 吸收 了 拉 氏 算法 ,如 各 种 示 踪 点 计算 , 拉 氏 型 程序 中 
| 吸收 了 欧 拉 算法 ,如 重 分 网 格 计算 . 拉 氏 - — - 欧 拉 混合 型 程序 与 上 述 不 同 ,更 彻底 的 发 挥 了 丙 
| 种 坐标 系 的 优点 . 混合 型 程序 有 各 种 混合 方法 ,CEL 方法 是 将 解 域 空间 分 开 , 根据 课题 的 需 
要 ,不 同 的 解 域 用 不 同 的 坐标 系 ,如 图 4-8- 1077. 
| DE T 10 03 MENZE BIB 解 域 用 拉 氏 法 ， 
| BE, 称 为 而 合 欧 拉 一 拉 氏 法 (Coupled-Euler-La- 
grange). 体 平均 多 流 管 法 采用 由 自然 界面 和 人 为 
| 界面 组 成 的 一 族 曲线 c ,该 得 线 组 成 许多 * 流 u 


Cb, b» (a, b) 
ilt NN 

H X VE 
idi 

LI 

EEL 


管 ”, 流 管 具有 拉 氏 性 质 .互相 之 间 没 有 物质 输 运 ， TEN u 
但 流 管 本 身 由 欧 拉线 划分 网 格 , 互 相间 有 物质 输 B T | SN 
| 运 , 亦 即 一 族 网 格 线 是 拉 氏 的 , 另 一 族 网 格 线 欧 拉 TASA 
的 . 还 有 一 种 独特 的 方法 就 是 任意 拉 氏 一 欧 拉 方 。 中 5 DI 


ik ALE (Arbitrary Lagrangian Eulerian) n, X 


EED, D—OR "H DSi, 
用 网 格 速度 D， 当 时 为 欧 拉 法 . 当 bd 图 4-8-1 CEL 方法 的 计算 域 划分 


为 流 场 质点 速度 时 ,为 拉 氏 法 ,在 ALE 法 中 ,D 可 E^ kb pH EHE 
以 根据 计算 的 需要 选取 ,使 计算 太 为 方便 . 下 面 介 LL. LIRE CR 
ZH ALE Jr ic. 

4.8.1 控制 方程 组 


用 二 维 轴 对 称 流 体力 学 方程 组 , 径 辐 坐标 用 ~ 或 表示 , 轴 向 坐标 用 < 和 >y 表示 , 径 向 速 
度 分 有 量 用 &, 轴 向 速度 分 车 用 zw 表示 ,基本 方程 为 


d . 

zef + divtofu) = g (4-8-1) 
式 中 iu [ 9 3 (4-8-2) 

aP 
rem xis p (4-8-3) 

f= ， g= 

! 时 (4-8-4) 

: E" 
_ diva) (4-8-5) 


能 量 方程 的 另 ESBDUMÉ EG. D div (Pad EAE — Pdiv(a). 


e—ÀM p ee 
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4.8.2 网 格 与 参量 布置 


原则 上 讲 可 以 是 任意 形状 的 网 格 ,但 实际 应 用 的 都 是 三 角形 或 四 边 形 网 格 , 当然 并 不 一 定 
是 正三 角形 和 和 抑 形 . 我 们 知道 ,如 果 取 欧 拉 坐标 , 则 有 输 运 量 ; 消 取 拉 氏 坐 标 则 无 输 运 量 ; 而 对 
于 任意 拉 氏 一 欧 拉 坐标 ,不 但 坐标 是 运动 的 而 且 还 有 输 运 量 , 设 网 格 速度 为 五 , 现 对 (4-8-1) 式 
在 网 格 上 积分 , 则 
à | ou ^V ES | efu — Dads = | 4,58" (4-8-6) 
式 中 名 (1) 表示 体 元 ;3 £7 GO) Som 
£^ BS ER. 当 取 欧 拉 举 标 时 
D=0 (4-8-7) 
当 取 拉 氏 坐标 时 
D =u (4-8-8) 
Bir LJ E br Bo Ae f. (4-8-60 5 rh E 


按 第 二 项 为 零 ,网 格 和 变量 设置 如 图 | 
4-8-2a 所 示 , 网 格 用 字母 来 表示 , 节 
点 用 数字 来 表示 ,r 方向 按 i 编导 ,x e 


A Wd j i e P.p.V.E.e 定义 在 网 
Kt Pri zn mw v SE XE Y && E. FH BR, 
表示 节点 ,一 1,2,3,4,1，… 为 循环 
附 标 , 当 ! 一 4 时 ,Ri 二 Ri, 略 于 体积 


为 
LLLI eigl (4-8-9) 
ArAnA, BEIDE Z7-—A, B, C, D à. 
4.8.3 差分 格 起 
OD 对 于 格子 天 ,由 548-6) 式 左边 第 一 项 的 离散 
所 以 
2i fdV = Lcofvyx — CofV ys] (4-8-11) 
X E i Af P 点 rad p: i 
(2) (4-B-6) A EAS LI rhy CGu— D) i nds 的 离散 ,如 图 4-8-26 PGR: R —3E I 
RR EST — frs Fas (4-8-12) 
其 长 度 记 为 
RR = A (4-8-13) 
方向 为 
(cosQ, sinf) = Sifra (4-8-14) 
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Rf m 的 方向 为 
| cos| 6 一 Z| ,sin| 9 一 Z] J= (sing, — cos = | Hp d (4-8-15) 
而 
BS "en 
则 {4-8-6} 式 左 端 第 二 项 成 为 


Rr+1 
: CIC — D) - nds = > | Bf(iu — Do)n2xrdi 


TELES 


P 


4 TT — 
= > tfo] G nU Dua zd in D) TL |r Tr riz MM 
[=] 
à 
主 » Gf) * Wit Sua 
i=] 


= Ta CIDRE? 十 VLL) 一 D, 一 D, Gea v ri) 
l=} 


— (Qu F tr — D, — Dp) Ge — z0 )IG + ra) (4-8-17) 
上 式 中 WW= tw 一 Dn, S-—2zrA. 
(3) (4-8-17) 式 中 (p11 的 取 法 
CD DC 法 {贡献 网 格 法 ) 
d; W.44,2»0, WOO 3E EUER DC Wun eo, REO 是 按 受 网 格 AC. 所 以 由 下 式 定 
(pf Iia 


Cof), 14 = ia + sgnW, of. + +a 一 sgn W, pr fe (4-8-18) 
式 中 


1 > 0 
sgnW,,1-—30 , WSW 0, (4-8-19) 
Ey Sre 
£x tti (E E. 
如 图 4-8-3 所 示 , 对 于 一 维 情况 ,pf n Waa X v. 
RE. 24 W, > 0 SERE DET" AT Akhi, W 二 0 时 就 是 图 4-8-3 线性 插值 示意 图 
FT“ "ABS BD 


Tel m ma T WA 


(QD. wu — — a (Gd 
van — Tl — FWA 
十 a P 
1i, Wd J Wid 
= 2 T UR afu- F A 1 — Ar | Gul (4-8-20) 


在 二 维 情况 下 ,4z 定义 为 相 邻 两 个 格子 的 平均 体积 与 格 边 旋 转 面 积 之 比 , 即 


= El 
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l V,T V, 
ira EUM 
2 Shu (4-8-21) 
所 以 将 其 代 人 (48-20) 式 得 
Of WODA) p Ify WSA 
(afn 2 l x V, 十 V, Pafo F 2 | Ì V, HE V, pfi 
l (MS uM 
ES 5 UH coge fe — Vy. VH 一 Bf? (4-8-22) 
D 将 (4-8-18) 和 (4-8-22) 式 合成 一 个 式 子 ,得 
(of) uuu = = ia 十 Arga daS t +a — A, nage fe (4-8-23) 
式 中 
20WAS) M 
Àj, = asgnW,4, d 6 VeL V. (4-8-24) 


facil, b=0 I DC ddp a—0. b=, MAREE. ab 可 取 0, 1 之 间 的 任何 
值 . 用 (4-8-23) 式 代 人 (4-8-17) 式 得 


4 
MNCIC — D à nds = SO Praa WED 


i-i 
E] 
l 1 
=D FA HA mp tS An pefe (WS, eC4-8-25) 
i=] 


(4) 能 量 方程 中 右 端 项 的 离散 
中 — divPudV = 一 | Pu nds 
£e EL) 


Ei 
一 7 Pi iC 二 vir) rr fi, 十 uui — z) ]Cr; +r) (GL- 8-26) 
i=] 
式 中 


T 


HETE = nn Pr) (4-8-27) 


= li PdivudV 一 P| u + nds 
EGEY Eir) 


= P, 2 Die F vrd pa — n) 
— Gui H uam — n JG, oT r) (4-8-28) 
(5) 动量 方程 的 离散 
因为 v, x 定义 在 六 点, 政 其 它 芋 也 求 节点 值 . 体积 取 积 分 体积 ,但 要 注意 的 是 ,车 取 1 点 
周围 四 个 格 心 作 顶 点 的 四 边 形 , 当 变 形 大 时 ,1 点 可 能 位 于 四 边 形 外 ,也 可 能 包括 了 四 个 格子 
以 外 的 体积 ,如 图 4-8-4a 所 示 , 因 此 取 四 个 格子 对 角 线 组 成 的 四 边 形 为 积分 体积 ,如 图 4-8-48 
所 示 . 
因此 (4-8-4) 中 第 一 项 


M " oodd 一 í u V, = uM, = 如 1 3 十 My 十 M, -F Mj) (4-8-29) 
i 


8 m BdyC4-8-17253518 
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图 1-8-4 围绕 格 点 的 四 边 形 取 法 
a. RRUU fé iC EFIE IR ea s 6. RP Tifa ENUE 


4 
[pu (u 一 D) * nds — Dy Dae [ Ga -+ varo — Duos — De utn) * (roue — ru?) 


i=] 
— (Ha F tapno 一 D, Ho D, zu) * (rug E £u) | 


X Gaga 7 Fa) (4-8-30) 


EIP (Oty un ARE: 
(OH Da, a+ 一 pr| IT "s Aa, agii x ia mm Ay. — I (4-8-31) 


式 中 i-—1.2.3, 4. "=K, D,E, A, H 


Anguro 77 a! SgnW a zu.) + È’ ogend (4-8-32) 
HRADCA We —1. f —0. 818] wu suco 0 C9 V RITE RR WoR u Pr= ne 
式 (4-8-4) 中 右边 项 
| I P dv 一 1l. 2rrdzdr 一 m. Hrazda (4-8-33) 
3i A RUD Pd der. an BE 4-8-5 所 示 , 则 有 
o A (4-8-34) 


dz ax 
而 对 于 任意 形状 的 四 边 形 网 格 ,r 是 变化 的 ,所 以 对 偏 导 数 求 差分 时 ,将 产生 误差 ,因此 化 为 线 
积分 来 计算 JAA $= (ji ($2) ' 则 


| divédzdy E 下 2 十 Faj dady = hcgidy — &do (4-8-35) 


在 大 一 0， 则 ll P asd 2: dy 
£ $-0,. M J UM 
在 这 里 仿 页 一 总 r， $770, 因此 


zr|| EA = 21 
NOEL &P ( 


Prdr 
r] 


图 4-8-5 EERE 
\ — 183 — 
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i 
733 人 Pu) 


i1 


m r2 Pede p — rà) (4-8-36) 
e 
式 中 
er puc ria (4-8-37) 
| EN (4-8-38) 
同样 有 
: 
Jao av= 2o) P 2ardzdr 


可 
= zr |, ,$n » P dedr 


— 27| Bids: 2 | —— Püzádr 
acc (D Zu 


4 4 
= n» PG, I a Ct 一 Ege 2r > PS, ya y -6-39) 


一 1 I=] 
AH =], Ls ds 4 A. D, Fa A, ER V X 
Jn a = Anaa a. ups Ägg Amua 
HEr SERA n 
aP i JF 
Zav = 2an | Zara 
I" d m guy d UE 


i 
= 一 zar) M —— 2nr, > Pr lgzoary -— £4) (4-8-40) 


P1 


4.8.4 计算 步骤 
OD 压力 效应 计算 (相当 于 纯 拉 氏 计 算 ) 


EI WEE 
a [ aP 
pom dV —— —üdV ene 
| & Jis cy" T x (4-8-41) 
由 (4-8-41) 式 左边 得 
2 " ET ud S E EE 
An 
1 一 Z (My 十 Mp + Mr + May (4-8-43) 
所 以 根据 (4-8-36) 式 可 以 得 到 
" AFR s | 
D, = vi — PD 一 ry) ( 4-8-44) 


同样 由 (4-8-40) 式 可 得 
— 184 — 
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7a = uj 一 2 Pies 一 žy) (4-8-45) 
1 i=] 
由 内 能 形式 的 能 量 方程 (4-8-57? 式 有 
J r : 
B p= | PdivudV -g- 


H (4-8-13) (4-8-28) 3818 


" Pee 
ek — 6k 7T T -a "eL a 90) oO rpg eges m) O T" 
& I] 
(4-8-47) 
(2) 求 网 格 密度 o» 
结 点 坐标 为 
z, M 十 zi 十 vM 
i (4-8-48) 
F, = ri 十 g ti ES mAr 
然后 根据 zs r 计算 和 名 格子 体积 VV; 方法 和 2DL 求 体积 的 方法 一 样 ,所 以 密度 为 
pr = M4 V; (4-8-49) 


(3) 重 分 网 格 

重 分 网 格 的 目的 是 为 了 防止 网 格 扭 曲 、 格 边 相 交 . 不 要 等 到 变形 很 大 时 再 重 分 ,应 当 每 算 
完 一 步 就 重 分 , 当然 这 样 就 使 机 时 大 为 增加 . 重 分 的 原则 是 ， 

CU RIF EE IET: 

S REDE, 

© 使 输 运 量 小 一 些 , 即 使 

(uy — D) -n = W /小 一些. 

例如 ,一 个 简便 的 方法 是 将 两 组 格 边 调 直 , 如 图 4-8-6 所 示 , 然 
后 取 中 点 联 成 格 边 . 重 分 后 再 计算 z7 rs V. EX Eit 
算 中 , 重 分 网 格 是 很 复 条 的 ， 重 分 后 一 

(4) 输 运 计算 

因为 节点 1 的 速度 为 


草 分 前 


mi o [ana 下 一 五 图 4-8-6 重 分 网 格 的 简便 方法 
[5——5, ET | (4-8-50) 
EH (4- 8-20 RA 
3 
FRA zd MN was (4-8-51) 


由 (4-8-17) 式 得 
At xe - "e " 
Mg? My — "7 P GS d Gr 7 DE? — Dé Gua — r7 
一 1 


— (u + uu, 7 Dy) — Dri (eu, — gm] rt (4-8-52) 
所 以 
pex = ME /VE (4-8-53) 
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由 动量 方程 
d r 
2|  efdv-|  efWas-o (4-8-54) 
gn ai (1 y 
起 中 第 一 项 由 (4-8-42) 式 得 
d l " 
a] orav = Mv — Mm) (4-8-55) 
其 中 
MU = 5 (Mx 十 M, 十 My 十 Mar (4-8-56) 


(4-8-54) 35 85 M pi (4-8- 300 A4 
$ 
ds = WS 
Jao!” j > 


I1 
E " 
E > p: B7 ep 1 
xh 2 (p PD. "HRECT EE Von) 一 Ir mdi Tet S rin C sus T Boma 
i=] 


— Çiy + tsen 一 Dirà — DE das Gaga — 2307 (rg — roe)”™™! 
so (4-8-57) 
由 (4-8-55) 式 (4-8-57) 式 就 可 求 得 ot" s EEA S M u WARIS e 下 面 求 eof 和 PU. 
H (4-8-52 xg 
NL 十 NEZ = 0 (4-8-58) 
第 一 项 为 
2i pedV = l ceri My — eM) (4-5-59) 
A d gt A 


第 二 项 
4 
MELLE » (o2, a Eras. 


[24] 
j -一 =ar 
- 1 E (W*58*)2* C(ortle, "- tle) 
2 十 | d plz — BITEpEMCT Í K 
20k x + Dl 28 - Ves Lys Ar 
(4-8-60) 


对 于 天 格 的 pe 用 线性 播 值 来 确定 ,所 以 由 (4-8-59). (4-8-60) 式 就 可 得 


e. Mh A M" 1 1 u (Wgt) la. ptrlg OGA 
ek =ex D m M; 20k lex 十 2 EAD Lu E EO Ese ] 
Fax] 


(4-8-6]) 4 


压力 由 状态 方程 确定 
put! Po". gti (4-8-62) 


至 此 :nn 十 1 时 刻 的 基 已 全 部 求 出 . 
4.8.5 边界 条 性 


对 称 轴 ;法 向 速度 为 零 , 所 以 输 运 量 为 零 
真空 边界 ;建立 虚拟 网 将 ,如 图 4-8-7 RE, Akh Po, S ELA E311]1 
-一 l86 — 
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是 点 8 和 点 4 镜 象 对 称 , 即 


ra = 六 路 20r] ra) 


(4-8-63) 
Br 
M, = 3 Mx + Mp) 
cH (4-8-44) 5$ 18 


-— 


U; — UV] — Mr LP m d d ri) 


图 4-8-7 真空 边界 的 虚拟 网 格 
(4 & 64) 


依 此 类 推 . 


4.9 RUBER TS DT RC EAT CELA A 


材料 在 高 加 载 率 作用 下 的 损 移 断 裂 过 程 是 十 分 复杂 的 ,由 于 加 载 方式 不 同 ,材料 微 结构 的 
不 同 ,因而 产生 了 各 种 各 样 的 断裂 现象 ,大 体 上 可 分 为 拉 伸 断裂 和 前 切断 裂 两 大 类 , 拉 伸 断裂 
主要 是 拉 伸 应 力 引起 的 , 剪 切 断裂 主要 是 由 甬 切 应 力 引 起 的 . 在 此 仅 讨 论 拉 伸 断裂 . 

大 量 实验 观测 表明 一生 ,材料 中 的 断裂 是 由 微 孔 润 ( 或 微服 纹 )? 的 形 核 .增长 和 聚合 形 
成 宏观 裂纹 ,这 样 一 连 捉 的 事件 组 成 的 一 个 过 程 . 影响 材料 断 改 过 程 的 因素 很 多 ,对 于 动态 断 
裂 , 还 要 考虑 应 变 率 ,异性 效应 以 及 由 高 速 塑 性 形变 引起 的 温度 效应 . 近年 来 ,不 少 学 者 提出 了 
各 种 动态 断裂 模型 ,但 返 今 并 没有 一 个 公认 的 完善 模型 , 仍 外 于 百家争鸣 阶段 . 王 泽 平等 
人 各! 采用 细 观 动力 学 方法 ,提出 了 自己 的 延 脆 性 动态 断 枚 模型 ,并 将 模型 运用 于 数值 模 
拟 , 计算 结果 与 实验 唤 合 较 好 . 材料 的 拉 健 断 异 根据 细 观 机 制 大 体 可 分 为 延性 和 有 颇 性 断裂 两 大 
类 . 延性 断裂 过 程 为 : 微 孔 润 ( 量 级 为 1 一 100pm) 的 形 核 , 增 长 和 娟 合 , De FELT EISE s CR 

纹 的 形 核 . 扩 展 , 形 成 碎片 和 聚合 形成 宏观 裂纹 . 值得 一 提 的 是 ,在 不 同 的 加 载 率 下 ,有 些 材 料 
星 现 不 同 的 断 发 微观 机 制 . 


4.9.1 脐 性 材料 


腾 性 材料 的 动态 断裂 过 程 首先 是 形成 微 裂纹 核 ,然后 是 微 裂纹 成 长 ,形成 碎片 , 豪 合 成 宏 

XE X4£t. Seaman g A AA RHS pz ER HAR N 和 微型 纹 平均 半径 民 来 描述 脆性 材 

料 的 损伤 过 程 . 王 泽 平 在 Perzyna "模型 的 基础 上 ,参考 Seaman 的 实验 结果 ,提出 了 一 个 简化 
脆性 断裂 模型 如 下 

用 单位 体积 中 网 总 裂纹 体积 来 衡量 损伤 程度 , 取 损 伤 度 $ 定 尺 为 ， 

$— ANÈ Ogi (4-9-1) 

式 中 4 为 与 微 裂纹 形状 有 关 的 常数 . 设 材料 为 弹性 理想 逆 性 材料 ,假设 损伤 度 变 化 率 #$ 由 形 核 
和 增长 两 部 分 组 成 ,如 

$= $, t $e (4-9-2) 

式 中 f, HAHARAP p 为 已 出 现 的 微 裂 纹 扩 展 时 对 $ 的 贡献 . 考虑 扩展 时 ， 
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EUN 为 常数 . 
Be ~N (4-9-3) 
. 9 dp 一 so Lg 
¢ | 7 (4-9-4) 
Ü d x.g, 
AF o AFAA. o 为 微型 纹 扩 展 应 力 临 界 值 ， 由 Seaman 的 实验 
结果 有 : 
N~ exp| E Pa | — ] OL Gy (4-9-5) 
AP os 为 微型 纹 形 核 应 力 临界 值 , 4; 为 材料 参数 , 经 过 一 些 推导 有 的 演化 方程 ， 
$= Bis — av) 十 ot (4-9-6) 
采用 Rajendran WH Jr 3k ow 得 
gy 一 eC v (4-9-7) 


AP o 为 材料 的 密度 ,C 为 声速 ,4v 为 自由 面 回 跳 速 度 , 由 实验 测定 . 一 般 可 取 os 二 on， 7 为 材 
PEO AE- E 为 可 由 计算 机 试 算 来 确定 的 常数 . 下 面 介绍 一 维 层 型 数值 模拟 ， 


一 、 一 维基 本 方程 
8-1 
3 S 一 P (4-9-8) 
= T eq — p SL (4-9-9) 
pE— (P) y +S €, - (Q — 08, €] (4-9-10) 
1 平面 情形 
其 中 月 一 13 柱 对 称 情形 
3 球 对 称 情形 
AH rn Euler EERU 为 质点 速度 ,EE 为 内 能 ,PP 为 静水 压力 ,a S ACT MEE € SGS, 2 
4 31 2g Rr AE 4 RERO 77 f E A. 
IL 基本 关系 
C1) 应力 应 变 美 系 
$-|é45] G1,2,3) (4-9-11) 
式 中 产 为 前 切 模 量 . 
(2) 状态 方程 
我 们 采用 Grüneison 状态 方程 的 形式 
P = Pa + DPE — Ej) (4-9-12) 
|. Cip], (Pg t P 
其 中 in Sy En EQ E. H = 1—V, 


fg Ux Dp. Duos UR FER s REA EHEH, Dos po Cos SS. 为 基体 的 材料 常数 ,六 为 基 
体 的 相对 比 容 . 
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(32 人 工 粘性 
我 们 采用 一 次 粘性 和 二 次 烙 性 组 合 的 形式 
Crapsar | 3U | | Chlár] aU |? Ke «0 
q = V jg V dr " (4-9-13) 
0 =ü 


XB Cre Co AAMO R C= 0. 5, CS2 为 局 部 声速 ,V 为 宏观 相对 比 容 . 
A 三 、 差 分 格式 
采用 文 中 的 Lagrange 计算 方法 . 对 于 质点 坐标 ;速度 取 在 网 格 结 点 上 ,对 于 内 能 ,应 力 
庙 变 和 其 它 力 学 量 取 在 网 格 中 心 . 8 为 时 加 循环 变量 ,7 为 空间 循环 变量 . 其 计算 差分 格式 为 ， 


CD 运动 方程 
对 于 网 烙 结 点 的 速度 在 (x, 店 点 作 中 心 差分 
Ut = mh Tai — (a, Y n] + APD — 1) (4-9-14) 


VIEN, 
AUC 一 fn 一 H= 


AUS i ¿"ti MEE i". 


1 atm — r"! — r" 
p; = 3| G2, —ps ^ ce Opis. cad 
2 ^ pt V oa 


Ge YR — Gea yrs (0,20- 一 GI | yrs 
cia HI Tea Un | lobe X jasi 
9 rl F Ea eer 9^ fh i Po! p—s 
(2) 求 网 格 结 点 的 坐标 
fg 16 3 ESSA) 
rt gt Uy anth (4-9-16) 
(3) 连 续 方 程 


f£ M. jt MO REES 
Vith = Via anm 人 | [UP — Utir) |]. (4-9-17) 
其 中 :ao 为 网 格 中 的 质量 


(4) MEJ MAE 
En, Pr AD AFER 


. | yet mE ^a 
(SOF = GOL, + 24| C ortae — | (4-9-18) 
JT 5 
+ * : Vu — v" 1 
Om = GOLa 2a Enggar | 0 (49-19) 
itle 
人 (4-9-20) 
TO EL i 
其 中 CHEER Lee 
(4-9-21) 


Udea 
(éti = -- : 
EDORA = e T rs 
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(5) 上 大工 粘性 
Eat ItO AFER 

nati , “十 二 
gi ' T 


] aud T l 1 
Lo a pri El |? Ce e [s 


| |l jm 
l Ut > Up 
(4-9-22) 
(6) EEH 
Eat 15, 1-140 EXE 
1 1 nd: 此 H u 
(QU) pei Eres 一 ES Pn e qt st — Vau) t dE, + dE, 
EL -— — ME (4-9-23) 


(po + Br Vtt 一 Vra] 
其 中 dE, — VIO CS YyuáCe Ntéarne, 
dE, = (B — DV e E Tarti, 
四 、 计算 中 的 一 些 处 理 | 
(1) 18 £5 BE d REDECEIDRHEEBE CES D ES LA ORC 
PF—1-| 二 » (4-9-24) 


AP do Je EA IBS 当 phn) F0. DRE E i 
24. PR ép 7) SE RAE HE HAE AS A UE A E 

f fH. 3X P m ARRO TE IER m — 1. 材料 届 服 强度 工 ， 
DRE e MARRE K 由 下 式 确定 


EN FE 


Y — FY, 
H= FH, (4-9-25) 
K= FK, 


式 中 下 标 “;" 为 无 损伤 材料 常数 ， 
(2) 损伤 材料 静水 于 PP h FERI 
P-—(QqQ-—$P[-—$V,E] (-9-26) 


式 中 P, 为 无 损伤 时 材料 的 静水 压力 . fas 
(3) r*' Bd al i6 d^* (RT Lr (4 -9-0 RI JE mE 图 1-9-1 AU RUNE DOR 

塔 法 解 得 . LEM LES y 
五 、 计 算 结果 : …… 实 验 ! — Cochran 计算 :--- 王 洋 平 计算 


用 上 述 断 发 模型 对 Cochran “文章 中 铀 的 层 裂 实验 进行 了 数值 模拟 ,实验 条 件 见 表 4-9- 
1 ,材料 参数 见 表 4-9-2, 计 结果 见 图 49 二 可见 负担 出 的 模型 计算 比 Lochran 的 计算 更 符合 实 
dorem. 


es J90 e 
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$491 KEREY 
X HE BE Omm? : S E mm? ! a TE BE Om? 


A —Ó— 4 * — 


4. 521 


表 4-9-2 材料 参数 -| 
材料 密度 ETA WERE ， 成 核 应 万 WU ES 


4.9.2 SETA 


和 脆性 材料 类 似 , 延 性 材料 动态 断裂 也 经 历 微 孔洞 形 核 ,增长 和 聚合 形成 宏观 裂纹 的 过 
+. £ HÉ E Carroll 和 Holt?" |4 及 
Johnson- 等 人 工作 的 基础 上 ,提出 了 
一 个 延性 动态 损伤 断裂 模型 “”. 模型 中 
考虑 了 应 变 率 效 应 和 惯性 效应 对 孔洞 增 i 
长 的 影响 N 

采用 细 观 分 析 的 方法 , 取 一 球形 实 
休 内 含 一 球形 孔洞 (图 4-9-2) , 设 该 基本 
构 元 (简称 天元 ) 受 外 动态 拉 侍 应 力作 uL 
用 . 在 孔洞 损伤 演化 方程 的 推导 过 程 中 
采用 了 以 下 假设 

(1) 基体 塑性 不 可 压缩 , 即 明 性 形 y 
变 不 引起 体积 的 变化 ; 

(2) 孔洞 在 增长 过 程 中 保持 球形 ; | 

(3) 忽略 弹性 形变 对 孔洞 增长 的 丙 e a 


T,=-aP tr) 


pa tæ (a-f; 


Ek. 
以 上 三 个 假设 在 Carroll? 和 Johnson ”的 模型 中 都 采纳 过 : 他 们 进行 数值 分 析 后 发 现 ， 
基体 的 弹性 形变 与 后 来 的 塑性 形变 相 比 ,对 孔洞 增长 的 影响 小 得 多 ,可 以 忽 路 不 计 , 同时 ,这 种 
牧 略 给 理论 分 析 带 来 了 很 大 的 简化 . 
引 人 一 损伤 量 ~ 一 孔洞 膨胀 比 a E UN 
a = V/V, (4-9-27) 
Xp V 为 基 元 体积 ,Y, 为 基体 体积 , 经 过 一 些 推导 “可 得 以 下 关于 a 的 微分 方程 
TY 人 Ca a, a) =(P — PD 


h = 
- 2f Edr (4-9-28) 
式 中 


yl .== 
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yy (4-9-29) 
a[ (a — 1) 75 — a71] 
-pé|GLdyt—aes] (4-9-30) 


XE" e AERA EE IBISR SR Yo D AEDER HS MI un a SR RUE P. REAPER dr fi pg Pe 为 孔洞 内 
Hk 33 o. 和 oo RAA EE PELER HAI t 23 «as 为 初始 的 孔洞 半径 . os DSi ke TL IZ EK 


Ee 为 基体 密度 ， 


基体 采用 与 应 变 率 相关 的 本 构 关系 


6, — 5, — Y, + He 9? 


(4-9-31) 


APH 为 材料 的 线性 碳化 系数 ,sr 这 基体 各 等 效 塑 性 应 朗 ,? 为 精 性 系数 .YP 为 基体 的 塑性 
By n APA. (4-9-3)) 3 (CLA CaA- 9-280 3& n] 18 


ra + a lela? — — a,(a)&— as(e) (4-9-32) 
式 中 
] "3 r i m 
(a) 一 一 到 | -} |" -l IE 十 | i P E (4-9-33) 
m < (4-9-34) 
2 Y, (a, — 1)? HD 
a | 

e. dup qe E g LH pay ge a - 
VERE ERIS E En Y, anal es zm | (4-9-35) 
EE 


(4-9-32) 式 左边 项 表示 惯性 效应 对 孔洞 的 阻碍 作用 . 前 面 指出 过 ,在 高 加 载 率 下 ,惯性 效应 不 
可 忽略 . 由 于 (4-9-32) 式 是 关于 孔洞 脱 胀 比 o 的 高 非 线性 二 阶 常 微分 方程 ,难以 得 出 解析 解 
王 洋 半 采用 奇异 摄 动 方法 出 了 近似 解 -" 


& (à, E) — alla) pH u(t) { 4-9-36) 
式 中 
0) : 
à (a) 2 (4-9-37) 
[a (4-9-38) 
图 数 u CEO PR B RR RE E EAE IR PERI SE TELE 3 8 8 1C 59 ERI. (8) 满 足 
(D) em ce tt srl (4-9-39) 
cm [à — àl(a) e em (4-9 40) 
ix B 
&, — a (a) 
(4-936) 式 就 是 孔洞 膨胀 比 e 的 演化 方程 . 
与 脆性 材料 类 似 , 引 入 损伤 度 旬 来 朱 述 延性 材料 动态 断裂 .下 xg 
5-1 (4-9-41) 


= a c 
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xp V. 为 基 元 中 孔洞 的 体积 . 阿 样 假设 损伤 度 变化 率 多 由 两 部 分 组 成 
$= È, 4 È, (4- 9-42) 
o. GIL EE, e 的 关系 由 下 式 给 出 


met (4-9-43) 
e 


JUWJIE go m eB SUE EA, 采用 che 和 Needleman t 的 结论 : 
d EE di J.. 十 om] (4-9.44? 


式 中 ,为 基体 的 等 效应 力 ，z= or RAE HER. 


3 
A a Oh im, ed 
A 一 s vm | MR ) 
Ei „Im T RIKK — Ox 人 
fx 为 成 核 粒 子 的 体积 因子 ;Ss 为 相应 的 标准 方差 ,ae 为 成 核 应 力 临 界 值 . 
由 子 材 料 中 微 孔 洞 的 存在 .使 材料 参数 发 生变 化 ,宏观 剪 切 模 基 wx 和 局 服 强 度 Y 与 损伤 
BE cu XR AUS 
2 d (1-9-45) 
Y = (1— DY, | (4-9-46) 
AP Kea EL Yo HARA HAR A EHS (ES Et 89 ID IS EROR i Bn RE. 
Br ZR HE RUE TTE SE FP UP] — Ee RR EE. DIA E T7 I EENAA E 24 0-9 
Qs ERES ANE VALRIE RA c 8 ERREUR BS AA 6 BE AERAR E it 8 a. 对 
T WBETETB EE BS EDRE. Rn ETSI. SETR OR D n0, 3. 
EFTA E dg E 3 SE TECRUL ad d E R U XE ACH. LY12 铝 合金 等 多 种 材料 的 -~ 
维和 - LEEEDESGEGSBGET] T AARAL- 其 中 二 维 层 烈 计 算 采 用 的 是 HEMP IE GI 35 4 $R SI. 
实验 设计 见 图 4-9-3. 
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图 4-9-4 全 图 4-9-7 给 出 了 纯 铀 一 维和 二 维 计算 结果 与 实验 结果 的 比较 , 图 4-9-8 给 出 了 
二 维 层 裂 数值 模 据 中 ,损伤 在 破 板 内 随时 间 的 发 展 . 从 图 4-9-8 很 清楚 地 看 到 ,损伤 最 开始 在 
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靶 板 的 边缘 区 域 产生 ,然后 向 报 心 扩展 ,最 宙 形 成 锥 形 措 伤 区 . 计算 与 实验 的 比较 表明 , 王 洋 平 
等 提出 的 延性 材料 动态 断裂 模 型 能 较 好 地 瑞 述 材料 的 拉 伸 断裂 过 程 . 
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FEPER EA 23 E E [8] RC A A RA a. AEBREN 
了 解析 法 及 有 限 差分 法 ,以 后 者 为 基础 则 形成 了 Ritz 法 和 有 限 元 法 。 

解析 法 是 对 微 元 体 进行 几何 及 力学 分 析 , 并 使 微 元 的 体积 赵 于 等 而 得 至 偏 微分 方程 组 , 然 
后 在 一 定 的 条 件 二 用 严格 的 数学 方法 求解 食 微 分 方程 组 得 到 解析 解 .解析 解 是 精确 解 ,但 能 够 
得 到 解析 解 的 实际 问题 实在 是 太 少 了 ,有 限 差分 法 正 是 为 了 解决 这 一 问题 而 发 展 起 来 的 , 它 以 
差 商 代 营 侦 导 数 将 编 微 分 方程 组 离散 化 得 到 差分 方程 组 ,并 通过 解 盖 分 方程 组 得 到 偏 微分 方 
程 组 的 近似 解 。 

变 分 法 是 求证 函 极 值 的 问题 ,可 以 证 明 线 弹性 连续 体 变形 问题 的 证 函 是 整个 弹性 体 的 总 
势能 IT—U —W ,其 中 己 为 弹性 体 的 应 变 能 .W 是 荷载 势能 在 系统 处 于 平衡 时 总 势能 应 取 极 
值 , 即 其 变 分 8 一 0 

从 虚 位 移 原 理 可 以 推出 上 面 的 结论 . 虚 位 移 原理 是 说 物体 处 于 平衡 的 条 件 是 : 对 于 强加 在 
该 物 悼 上 的 任意 相 容 的 微小 虚 位 移 , 总 的 内 虚 功 应 等 于 总 的 外 骨 功 , 即 


| pipe | Urpsav + {vrrpds + Sut (5-1-1) 
F Y i 


* F 


RB ACRI In] EB ABER U ARENG € AURI DLERHB BIER. LART An EE 
阵 , 广 表示 体积 力 ,U 表示 表 而 虚 位 秽 , 广 为 表面 分 布 载荷 ,号 表示 第 i 个 集中 载荷 ,VU 是 对 
应 集中 载荷 的 作用 点 的 虚 位 移 ， 

上 式 的 艳 边 是 弹性 连续 体 的 应 变 能 ,或 者 说 是 实际 应 力 向 量 o 在 虚 位 称 上 所 作 的 功 ,右边 
f BER. mr qmi umo: rs. 

BERPERAN. i EL BUE. HE DER de SE or [ER BR PA B ZUOMB D B5 BE IAE RR dE C s 
WERE. TEA U =U." =e a= De Hh D HR TEXSPERCERTEASMIRR EE. FEG- 
DAER 

| 3e DedV - | scr Fady + | QU" fds + X3U7F 
考虑 到 DD 的 对 称 性 ,上 式 变 成 
引 | 二 | erpedy |= 引 | v" ad 十 | U" fs + d (5-1-2) 


上 式 左边 是 线 弹性 连续 体 的 应 变 能 的 变 分 ,右边 是 荷载 势能 的 变 分 ,这 就 是 总 势能 最 小 原理 ， 
Ritz 法 是 求解 变 分 问题 的 一 种 近似 方法 ,这 种 方法 是 将 无 限 维 的 连续 体 问 题 变 成 有 限 维 
的 问题 来 求 近似 解 。 具体 地 说 是 要 构造 一 串 函 数 ( 称 为 Ritz 函数 ), 解 是 这 些 函 数 的 线性 组 合 ， 
系数 则 称 为 Ritz 系数 ,将 解 的 形式 代入 泛 函 并 对 Ritz 系数 变 分 ,得 到 Ritz 系数 的 解 从 而 得 到 
问题 的 近似 解 。 
有 限 元 法 可 以 说 是 Ritz 法 的 一 种 形式 ,但 它 对 Ritz 法 有 很 多 优点 。Ritz 法 在 构造 试探 函 
we Lor e 
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元 法 则 不 几 充 分 光 谓 晃 数 作 试 探 函 数 . 而 基 将 求解 区 域 划 分 成 有 限 个 单元 ,采用 分 片 多 项 式 构 
造 的 连续 函数 作 试 探 沙 数 。 在 应 力 、 应 变 变 化 剧烈 的 地 方 可 以 通过 加 密 网 格 的 方法 来 提高 精 
E. 

- 同 有 限 差分 法 相 比 ,在 有 限 元 法 中 ,由 于 用 积分 表达 式 代 替 了 定 解 问题 微分 表达 式 , 所 以 
单元 的 划分 远 较 差分 法 中 的 网 格 灵活 , 它 可 以 用 任意 形状 的 网 格 来 分 割 区 域 , 可 以 根据 需要 自 
如 地 布置 节点 ,对 区 域 的 形状 有 较 好 的 适应 性 ,有 限 元 法 的 另 一 大 优点 是 容易 编制 通用 计算 机 
程序 .有 限 元 法 是 随 着 计算 机 的 出 现 而 发 展 起 来 的 ,而 有 限 元 方法 的 研究 和 应 用 又 反 过 来 促进 
计算 机 科学 的 发 展 。 

目前 ,有 限 元 程序 可 以 归结 为 结构 有 限 元 和 动力 有 限 元 两 大 类 ,前 者 是 在 线 弹性 范围 内 求 
解 静 态 应 力 。 应 变声 或 构件 振动 等 动力 过 程 ,后 者 则 涉及 到 塑性 变形 ,其 军 大 塑性 变形 和 大 旷 
变 问 题 。 

在 弹性 范围 内 ,由 于 应 力 和 应 变 有 一 一 对 应 关系 ,可 以 通过 单元 刚度 矩阵 把 节点 集中 力 和 
节 轧 位 移 联 系 起 来 ,并 把 单元 刚度 矩阵 组 合成 总 体 刚 度 给 阵 ,得 到 总 体 的 线性 方程 组 ,然后 求 
解 。 而 在 塑性 变形 范围 内 ,应 力 不 仅 同 应 变 有 关 而 且 同 应 力 历 史 有 关 , 由 于 应 力 和 应 变 没有 一 
一 对 应 关 系 ,因而 不 能 象 在 弹性 范围 内 那样 ,通过 单元 刚度 矩阵 和 总 体 刚 度 矩 阵 来 求解 ,节点 
集中 力 是 根据 静 力 平衡 的 启 理 进行 计算 的 ,所 以 动力 有 限 元 同 结构 有 限 元 既 有 相似 之 处 ,又 有 
本 质 差 别 , 它 不 是 基于 变 分 原理 ,而 是 介 于 有 限 差 分 和 结构 有 限 元 之 间 的 一 种 算法 . 

本 章 将 在 第 二 节 中 以 三 角形 单元 为 例 , 对 结构 有 限 元 作 一 简要 介绍 ;第 三 节 则 根据 三 角形 
单元 二 维 流体 弹 塑 性 程序 DEFEL, 对 动力 有 限 元 进行 比较 详细 的 讨论 ,第 四 节 将 对 DEFEL 
程序 的 概貌 及 典型 应 用 实 便 作 些 介绍 和 进行 必要 的 分 析 , 第 五 节 介 绍 DYNA 程序 , 它 采 用 四 
节点 单元 ,是 应 用 较 广 泛 的 动力 有 限 元 程序 . 


35.2. 年 构 有 限 元 简介 -“ 


5.2.1 结构 有 限 元 分 析 的 步骤 


用 基于 位 移 的 有 限 元 法 求解 连续 线 弹 性 体 变形 问题 的 步骤 如 下 : 

—. EE e 

将 求解 区 域 用 网 格 划分 为 单元 ,网 格 线 的 交点 称 作 节点 , 相 邻 单元 之 间 靠 节点 连 在 一 起 ， 
节点 是 铵 接点 ,只 传递 力 分 量 ， 为 了 提高 解 的 精度 ,在 应 力 ,应 变 变化 剧烈 的 地 方 网 格 应 笛 密 ， 
反之 则 较 稀 ,目前 采用 的 单元 类 型 有 三 角形 、 夭 形 、 六 节点 三 角形 ,任意 四 边 形 等 参 单元 等 , 单 
元 类 型 确定 之 后 ;就 要 选用 相应 的 位 移 溺 数 , 例 如 对 于 三 角形 单元 可 以 选用 线性 位 移 疝 数 。 

国 为 我 们 所 要 重点 讨论 的 动力 有 限 元 程序 DEFEL 采用 三 角形 单元 ,所 以 本 章 只 讨论 三 
角形 单元 一 种 情况 

二 、 章 元 分 析 

根据 选 定 的 位 秘 晃 数 计 算 单元 的 节点 力 同 节点 位 移 的 关系 ,计算 单元 的 刚度 矩阵 和 节点 
载荷 ,这 里 所 说 的 节点 力 是 节点 对 单元 的 作用 力 ; 就 整体 而 言 是 弹性 栖 的 内 力 。 由 于 在 有 限 元 
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等 效 原则 转化 到 节点 上 , 称 为 节点 载荷 ,对 整体 而 言 它 是 外 载荷 。 单 元 的 刚度 矩阵 则 反 遇 了 节 
点 位 移 列 向 量 向 节点 载荷 列 向 量 之 间 的 关系 (以 后 讨论 )。 

值得 指出 的 是 ,在 单元 分 析 中 ,节点 位 移 被 看 作 是 已 知 的 ,而 单元 的 位 移 则 是 由 节点 位 移 
和 和 位移 函 数 的 形式 确定 的 ;当然 单元 位 移 场 在 节点 上 的 值 应 该 同 节点 已 知 位 移 一 致 。 

三 、 总 体 分 析 

由 单元 的 刚度 矩阵 集合 成 总 体 的 刚度 矩阵 ,就 得 到 结 梅 的 蔚 态 平衡 方程 组 .如 果 载 荷 随时 
间 变 化 则 必须 考虑 惯性 力 , 如果 振动 时 有 机 械 能 损耗 还 必须 引入 阻尼 .把 惯性 力 和 阻尼 力 同 其 
他 体力 分 开 ,单独 列 人 平衡 方程 组 ,就 得 到 了 结 榴 的 动力 平衡 方程 组 。 

在 总 体 分 析 中 节点 位 移 是 未 知 数 , 它 们 是 平衡 方程 组 的 解 。 

中、 求解 平衡 方程 组 

根据 求 得 的 总 体 刚 度 和 矩阵 及 载荷 列 向 量 可 以 求 出 静 力 问题 的 各 节点 的 位 移 。 

对 动力 平衡 方程 组 的 求解 往往 比 静 力 的 复杂 得 多。 解法 也 很 多 ,例如 直接 积分 法 , 振 型 夏 
加 法 等 ,为 便于 以 后 同 动力 有 限 元 对 比 , 我 们 只 对 直接 积分 法 中 的 中 心 差分 法 及 其 稳定 性 条 件 
进行 简单 介绍 。 

五 、 计 算 单元 的 应 变 和 应 力 

一 日 求 得 各 节点 的 位 称 , 就 可 以 按 位 移 函 数 求 得 任 一 单元 内 任 一 点 的 位 移 , 应 变 和 应 力 ， 


5.2.2 单 汇 分析 


本 节 以 平面 问题 及 轴 对 称 问 题 为 例 介绍 单元 分 析 过 程 ,主要 是 如 何 建立 单元 刚度 和 矩阵。 

一 、 三 角形 的 面积 坐标 

三 角形 单元 被 广泛 采用 ,不 仅 是 由 于 其 形状 简单 ; 送 应 区 域 形状 能 力 强 ,而 且 是 由 于 采用 
面积 坐标 后 其 形状 函数 生成 简单 ,容易 标准 化 ， 

如 图 5-2-1 Brog VE RUE m 的 面积 为 4。 三 角形 内 一 
AX PG. y} 同 各 顶点 的 连 线 将 三 角形 的 面积 4 分 成 三 部 分 ,分 
Sl A A A pAn M P. RBS IEUESLAE RAE CJ 

A EE T 

ÉsgE X BAUR L Lt La= i, mi EE S5. REA up 


坐标 , 它 同 整体 坐标 的 关系 为 


HELL 


A1 E 
L—475A|1 XT. Y, 


5-2-1  — ÉSTE EFE A s 


l Ym Ya 
E zal Go. m sn) 5 Cy, n Ym) E 十 Gn. 一 zy] 
= ia + bz + ey) (.j.m) (5-2-1) 
HP ary. 
D, = y,77 Yn 


p. 
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将 (5-2-1) 式 写成 矩阵 表达 式 则 为 


L a; d c,]1í]1 
n : < | 
r m Ön Cmd VY 

i Lb T i5 

j- : £, ^el (5-2-3) 
y PON) Yad b. 


x = E t La, + Lanta 
. " c Liy, 2: Lj de L5 . 
即 三 角形 内 任 一 点 的 坐标 可 由 三 角形 三 个 顶点 的 坐标 进行 插值 ,插值 多 项 式 是 该 点 的 面积 坐标 。 


设 遇 数 是 面 积 坐 标的 函数 ,那么 了 对 整体 坐标 x,y 的 求 导 公 式 为 
af _ af 9L, af 8L, | af aL, 


or ^ abi dr ^ ab, ox ^ OL. Or 
b, af b, af b. af 


一 上 一” I ce -P 
2A aL, | oA 3L, * 2A aln (5-2-3) 


af n E 9f , €, 3f , €» 9f 
dy 2A8L, ' 2A aL, ' 2A aL, 


面积 党 标的 乔 函 数 在 三 角形 面积 上 的 积分 ,可 以 采用 下 式 


”其 反 变换 表达 式 为 


(5-2-3) 式 的 展开 式 为 


(5-2-4) 


arbre = o allel — ELM 
| rts = uo LA (5-2-6) 
| PIA ERETNE PHSCELf87b 3 —31 FB PLA 
a Loo ibl i 
| sma em Gjim) (5-2-7) 
JM G-2-62 3 Bl C5-2-0 3, af LUB 
]zdzdy = ferz, + La; t Lr)jdxdy 
A Å 
=L Cr H z, H nA (5-2-8) 
三 , 平面 问题 单元 分 析 
(1) 形状 函数 


在 弹性 平面 问题 中 ,每 个 节点 有 两 个 自由 庶 , 即 x 和 y 方向 的 位 移 志 ,vi(i,j,m) 写 成 下 面 
的 形式 


d= [ua v u, v, wu, vl (5-2-9) 

相应 的 节点 力 分 量 列 向 量 及 载荷 分 量 列 向 最为 
FeIF. PB. Fu Pf Re uui (5-2-10) 
R-—[R, R, Ro R, Rm Re) (5-8-11) 


如 前 所 述 , 节 点 载荷 是 由 作用 在 单元 中 间 及 边 上 的 外 载荷 移 置 到 节点 上 而 产生 的 ,下 标 y 
表示 载荷 分 量 的 方 同 。 ) 
== 00 = 
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由 于 每 个 节点 只 有 两 个 自由 度 , 三 个 节点 共有 六 个 目 由 产 , 所 以 三 角形 单元 只 能 采用 线性 


KAE DES A $ 
u = a, F a£ F åy 
Doa | (5-2-12) 
v = a, F a£ T ay 
六 个 待定 常数 aiyasy ‘Qs 由 六 个 节 扣 位 移 分 量 来 确定 , 即 
u, = Q4 十 aam, 十 ay, 
| ) | (2, fm (5-2-13) 
v, — dy d ast, F agy) 
解 得 的 结果 为 
SX X | ] uw y 
l 
Qi 24 T, NT 4; = 53] H; Y; 
un X. Ym l Wu, Ym 
|1 So H 
a 2d. | l E x 
J 24 | m 了 
dl XT. U 
其 中 
l T, M. | 
rome l Xx | 
2 
| 
如 果 采 用 (5-2-1) 式 中 的 a.,5, 和 < 那么 可 以 写成 
l 
p= 24 (t 十 au, T auus) 
-— 
ido m 2A T bu, 十 bas) 
d, = 54 (6 + cu, F cuu) 
将 此 三 式 代 人 (5-2-13? 式 的 第 一 式 得 
u = NGC yu, cb IN CE * yu, NT yu, 
其 中 N,— d (abbr (fF) (5-2-14) 
同 理 可 以 得 到 
v= N Gr yu - N Gr * yov, H N,(Gm * yov, 
于 是 三 角形 单元 的 位 称 函 数 为 
uoc Na, ON, H N yam 
(5-2-13) 


v= Nu t N w, HN mUa 

NoN o Nn BR T ERTGPRIBI SPHERE ATABA. CERERE ERG E ry 的 线 
PEREST. 

比较 (5-2-1) 式 和 (5-2-14) 式 可 以 知道 ,三 角形 单元 内 一 点 的 形状 函数 值 就 是 它 的 面积 举 
标 ,所 以 方程 (5-2-6),《5-2-7} 和 (5-2-8) 式 对 形状 了 荡 数 同样 是 适用 的 。 

由 (5-2-14) 式 很 容易 求 得 形 心 的 形状 沿 数值 为 N= 二 入 ,二 Nw 二 1/3, 丰 节点 + 上 N==1,N, 
-N,—0,1E i X) EN: 的 值 从 7 点 的 零 线 性 地 增加 到 :点 的 1, 且 NaO 
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写成 抵 阵 形式 则 单元 的 位 移 函 数 为 
f —Nd (5-2-16) 
其 中 fi (5-2-17) 
ve [^ 0 N; 0 N, 0 
0 N 0 N 0 v.) dicus 
(2) 单元 的 应 变 和 应 力 
应 变 列 向 量 上 [eseyys | 可 以 写成 
a= Hf (5-2-19) 
Rho BE | 
3 
E? 0 
2 
H 0 EN 
9 d 
dy dc 
将 05-2-16) 式 代 人 (5-2-191) 式 得 
E—HNd-—Bd (5-2-20) 
其 中 
a 
2 
3 ITN, 0 N; ON, 0 
B=HN-|o 2 | | 
Dy Lo N: 0 N, 0 Na 
9 d 
dy dr 
Ô ， b 0 b O b, 
m áp e 0 c 0 (5-2-21) 
5, o0 È €. b, €. 


称 为 单元 的 几何 矩阵 ,显然 对 于 三 角形 单元 如 是 常量 矩阵 ,所 以 三 角形 单元 是 常 应 变 单元 。 
如 果 D 为 弹性 [本 构 ] 矩 阵 , 则 应 力 列 癌 量 为 


oo=De~DBd— $d {5-2-22) 
其 中 
o = Lao,.o, Ta] 
对 于 平面 应 力 问题 有 
H 0 
0 0 7 


对 于 平面 应 变 问 题 有 
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j 
1 i 
». LL EGu-4 j| sk PT 
D^ürbü-iboi-a4 l ^? deii 
L= 2k 
: : 2(1 一 4) 


HEF e AEE ERDERA, 
S=DB, ey/ERI JJABPE. MHE CO-2-222 305-2-2:0 3X 8] ELE HE RAR. 


对 于 平面 应 力 问 题 有 
5, p, 6, BC; Us PC, 
$= IX jb Ho, C; Hb; C, Bb, Ca (5-2-25) 
l—# [一 此 b= 1—4 lg l-B 
29 Ua ge gy" Ug gO 
对 于 平面 应 变 问题 有 
$= Ell—£) 
AFA — 240 ^ 
E u H 
b, [-4 b, peau 5, Ep 
E Lu 
= t; Eri C, px t. 
]—2g l—2g8 1--Zu : l—2H l~- ¿g " 一 < b 
2 一 "x 20—,)" 20-1" 2(1— u} 2 201—595) " 2(1—4 " 
(5-2-25) 
可 见 , 对 于 平面 应 力 和 平面 应 变 问 题 ,三 角形 单元 的 应 力矩 阵 $ 都 是 向 量 和 矩阵 ,所 以 三 角 
形 单元 是 常 应 力 单 元 。 


(3) 单元 的 刚度 矩阵 
设 节 点 上 匹 外 载荷 , 则 根据 虚 功 原理 ,人 外力 虚 功 的 总 和 应 等 于 单元 内 应 为 虚 功 的 总 和 。 设 
章 元 在 节点 力 五 的 作用 下 处 于 平衡 状态 , 则 出 虚 巧 原理 得 


dUF- | eroav 
18 15 7; ££ (5-2-200 9] (5-2-220 zCGE TE C3] d" 和 了 与 坐标 无 关 , 则 可 以 得 到 
d'"F —4'*(| B'DBdV >d 或 者 


F —Kd (5-2-27) 
其 中 K 一 | mpady (5-2-28) 
PEETER ES PE "EZ Jt HI en DLE EER UAA REB EE ROB E OST HRUPECT ii f] GET 

K = ||B'DBrdzdy (5-2-29) 


其 中 t AER. 
一 般 情况 下 ,求知 进行 积分 ,但 对 于 三 角形 单元 B 和 D 是 常量 短 阵 ,如果 : 也 是 常数 则 
(5-2-29) ALME Hy. 
K = B'DBiA = B'S:A (5-2-30) 
= Ug — 
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18:13 XR EEXE SR RETO rir [LE RT DL] —]- 65x 6 阶 的 矩阵 


ka Ek, km 
K 一 1 ky Rh. (5-2-31) 
mi Rii R i 
XEF FEMA HMA 
END 
大 二 一 一 一 一 一 | (六 ,3= ,jr (5-2-32) 
" (eA = 
i i i D T : Cb c cc TÉ, 
对 于 平面 应 变 问 题 有 
| — 2g H I= a 
» b 
- EG — bb, + an se Dae ZT 2) 
” 40-70 :0-—2/A1— py, 1—2p 1— 24 
7 cB, 十 2 59^ 6€ F 201 — mid 
(r,s = tajam) (5-2-33) 


— RUE SOLIS RU RES BEAR SEP ER: — ROSFERTE ETR EEEE RA en m eii 二 
XE EI TT EEUU ZCOHOS F — RHERIT JS —.—. n mA IL NA AERAR 
6 个 元 素 之 和 均 为 零 * 这 可 以 从 六 点 节点 力 分 量 组 成 的 是 一 个 平衡 力 系 来 证 明 。 

(4) 外 载荷 癌 节点 的 转化 

有 限 元 法 只 建立 节点 的 平衡 方程 ,所 以 必须 把 外 载荷 转化 到 节点 上 去 ,转化 的 原则 是 “更 
力 等 效 ,这 样 转化 后 的 节点 荷载 和 原 载荷 在 任意 虚 位 移 上 的 功 相 等 。 

设 在 单元 内 或 边界 工 任 一 点 M Ge TERI SP URS IL BE PUR FR 表示 转化 成 的 节 
点 载荷 向 量 , 则 静 力 等 效 原 则 为 

d''R — fp 二 (ON ud " yP 


~ NP 
或 R=N,IP (5-2-34) 
JI S XE SEL AME REL D IRRI W Ce 32 AA 

R= | Nrwav (5-2-35) 
HTAA dB Ip 

R= | MrPad4 (5-2-36) 
对 于 单元 表面 上 说 向 线 作 用 的 分 布 载荷 有 

R= | N'Pdi (5-2-37) 
F^ 3 E JLE: 


D 集中 载荷 ” 设 在 单元 的 喜 边 上 作用 有 并 方向 的 集中 荷载 ,作用 点 到 i,j AHER 
为 上 ,那么 由 (5-2-34) 式 ,可 得 


R= NP = [040007 (5-2-38) 
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2 分 布 载荷 Bb xg E48 -f8:3]7E42185 396 I 5-2-22.8 
为 其 最 大 值 , 刚 由 55-2-37) 式 可 得 y 
R=% 0 Z 0 0 ol (5-2-39) 
Q 体积 力 ” 设 单元 内 有 均匀 分 布 的 体积 力 ,单位 面积 上 
m ER 3 ^r E A 
w= [WWE 
| 那么 ,由 (5-2-35) 式 可 得 


R 一 || NTWid dy = LAW, W, W. W, W. W,J 
A 


(5-2-40) 
M 5-2-2 边界 分 布 载荷 


所 以 均匀 分 布 的 体积 力 的 转化 规律 是 把 单元 的 体积 力 平均 地 ee 
分 配 到 三 个 节点 上 。 

由 于 三 角形 单元 的 位 移 函数 是 线性 函数 ,所 以 外 载荷 向 节点 的 转化 符合 刚体 力学 中 力 的 
合成 和 分 解 原则 


三 、 轴 对 称 问题 单元 分 析 
D 单元 位 移 函 数 


和 强 性 平面 问题 一 致 , 即 (5-2-15}) 式 
ucc Na, H ON u, Nm | 


好 一 Nu 十 AUN 


HUP u v 分 别 代 表 - 及 z 方向 的 位 移 
N, 1, - ii. Hirter) Gjem) (5-2-41) 
blé z 
A= lr z, (5-2-42) 
] EEA Ta 
H, = F Zm Fux, 
DS EE m i (2,],mJ (5-2-43) 
poe. 一 了 
f —Nd 
其 中 f=Lu v] 
N, 0 N, O Np O0 
-| 、 Tx €x 
(2) 几何 矩阵 
由 于 轴 对 称 问 题 的 环 向 应 变 & PAR A Sur 所 以 几何 定 阵 与 平面 问题 不 同 , 为 
B — [B, B, B„] (5-2-44) 
其 中 
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| 9 
B, = 2A 0 C. (1,4 m) 
C, b, 
其 中 (2j m) 


! 
EATA: fos FUR Fn EER, ATREA. PECEREN ME 


" (2,3 ,m) (5-2-45) 
(3) 应 力矩 阵 
轴 对 称 问 题 的 弹性 矩阵 为 
| Hu # 
l peu que 0 
: 1 DE 0 
El) c 和 (5-2-46) 
D = 20. 
(124-00 —222| yg 7 : ; 
1—8 lg 
l] — 2# 
j j : 2(1 一 #) 
c = De = DBd = Sd 
5 -- LS, 5; Sal 
其 中 
b, 十 Af, Asc, 
Ab, ; Ac, 
S, = 小 3 i u 2 i (Ff) (5-2-47) 
A, (5, 3 n - 
Ac, AD, 
Ë - l—2n8. zo E 
其 中 i AS-a ^710T5A 
(4) 单元 刚度 矩阵 
K 一 | B'DBdV = 2zr AB'DB 
V 
h, Ris bus 
i aj A an 
其 中 
se FJ, T A S, "E b. f) T Asc, Ac, (5, 十 fo Hr Sd 
kK, = xr.À, 
Aic, Co, + Fo + Abc, c,c, + Abb, 
(r,s = i, jam) (5-2-49) 
— 7 24 
7 ar, 
(5) FEART 
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D 重力 的 等 效 节 点 载荷 设 重 力 列 向 量 为 WL90 WJ ,那么 节点 载荷 
R= | wewdr 2rW, | Co N, 0 N,0 NuJzrdrdz 
注意 到 N=L Gj 及 r 王 Nn 十 Nr 十 Nwmrms UJ 以 得 到 
R= TATO 2r Fr, rr, O rud car. 0 ritr; t 2ra] (5-2-50) 
或 Re 一 一 | ++ 
HHW 是 单元 重量 。 
CD 旋转 离心 力 的 等 效 节点 载荷 ”这 里 用 全 表示 单位 体积 惯性 力 列 向 基 , 设 其 为 


W-IW, W.F = NL 
DUEB o AERAR o 均 为 常数 ,那么 
R= | NTwav = npe? | CN. Ü N; 0 N, ]'r?*drdz 


jw ( , jm) (5-2-51) 


ert 2n! — rn. 


0 
2 P 
e reap 0 we | (5-2-52) 
9r -F 2r, — rn, 
0 
如 果 取 六 一 六 一 mm 一 天 则 
zr. DÀ wW 
R= —s [1 01 0 1 o= zg Ll 9 1 ọ 1 of (5-2-53) 
D m 7]8]2539 5 ARE BEN EAR 5-2-3 
所 示 的 线性 分 布 载荷 ,我 们 有 
q= Lg, 十 Lg; 
g= 
HRA p 2E 
P= [^ Hil 


rj 
R= |N Paa 一 2r| LN, 06 N, 0 Na T CL, + 49) 
« ü 
A 


(Lr, 十 Lr;$ds ü r 
(3r; + rpg, + Gri trog 
^ 图 5-2-3 面 力 的 等 效 节 点 载荷 


oni Gr, 十 rq; tr, arpg, 
«6 0 (5-2-54) 
0 


0 
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5.2.3 总 体 分 析 


—. HEREKE SUL EE ER AD HE 8I B iS E 3. 

在 单元 分 析 中 为 总 体 分 析 提 供 了 单元 刚度 矩阵 及 节点 载荷 ,在 总 体 分 析 中 ;建立 任 一 节点 
i 的 平衡 方程 时 ,必须 考虑 所 有 与 该 节点 相连 的 单元 的 贡献 ,所 以 ,每 一 单元 刚度 矩阵 的 每 一 
项 都 必须 按 一 定 的 拘 律 对 号 累加 ,引入 到 总 体 刚度 矩阵 ,也 就 是 说 ;总 体 刚 度 秆 阵 的 每 一 项 ,一 
般 地 讲 都 是 若干 单 元 刚度 矩阵 元 素 之 和 。 总 体 刚 度 和 矩阵 形成 之 后 ; 仍 有 (5-2-27) 式 的 形式 ,但 
Eit Fd 及 下 都 是 对 总 体 而 言 的 。 

下 为 以 节点 位 移 表 示 的 节点 力 的 反作用 力 , 它 与 该 节点 上 的 外 载荷 平衡 ， 所 以 ,要 建立 
节点 的 平衡 方程 还 必须 计算 节点 上 作用 的 外 载荷 。 外 载荷 列 向 量 只 包括 体 积 力 列 向 量 Ras 
i; 27 3j [5] S Rs 和 集中 载荷 列 向 量 RED 

R — R yt R, +R, (5-2-55) 
节点 外 载荷 的 计算 方法 和 由 单元 矩阵 集合 成 总 体 和 矩阵 的 方法 一 样 , 即 人 尾 一 节点 上 的 外 载荷 应 
包括 所 有 与 该 节点 相连 的 单元 中 及 其 边界 上 的 外 载荷 转化 来 的 载荷 。 

于 是 ,结构 的 静 力 平衡 方程 组 为 


Kd=R (5-2-56) 
在 (5-2-55) 式 中 ,右边 各 列 向 量 可 以 表示 成 
R = X || rrwwayw， (5-2-57) 
m pimi 
A | get prends (5-2-58) 
di md 
R= E (5-2-59) 
上 三 式 表 示 在 与 该 节点 相连 的 m 个 元 素 上 求 和 。 


二 、 动 力 圩 衡 方程 组 的 建立 
方程 45-2-56) 式 为 结构 的 静 力 平衡 方程 组 ,下 面 讨 论 动力 方程 组 的 建立 。 
当 载 项 随时 间 变 化 时 应 沪 考 虑 惯性 力 , 根 据 达 朗 贝尔 原理 ,可 以 简单 地 把 惯性 力 看 成 体力 
的 一 部 分 ,并 把 它 从 其 他 体力 中 分 出 , 即 
R,— D Ji HTW E 一 gm gpogdygy e» 


ii - Lm) 


Li 
于 是 (5-2-56) 式 变 成 
Md + Kd = R (5-2-60) 


H REER 
M = p» ead (5-9-61) 


由 于 振动 时 机 械 能 会 损耗 ,所 以 需 引 和 阻尼, 如果 认 为 阻尼 力 与 速度 成 正比 ,并 把 阻尼 力 从 其 
他 体力 中 分 出 ; 即 
R, = £ HT um — pw gong — Emy AV 


m pom 


ES 
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C= 可 e"He"Hedve queso (8-2-63) 
B) (5-2-600 ste gi iu 
Md + Cd + Kd =R (5-2-64) 
这 就 是 结构 的 动力 平衡 方程 组 ,其 中 的 惯性 力 , 阻 尼 方 弹性 力 及 外 载荷 均 随 时 间 变 化 ，。 
三 、 动 办 平衡 方程 组 的 求解 
结构 的 静 力 平衡 方程 组 45-2-563 式 的 求解 我 们 不 进行 讨论 ,这 里 只 简单 地 讨论 一 下 动力 
平衡 方程 组 (5-2-64) 式 的 求解 。 
(5-2-64) 式 是 二 阶 线性 微分 方程 组 ,由 于 系数 矩阵 的 阶 数 及 未 知 数 的 个 数 可 能 很 大 ,求解 
时 必须 利用 和 抵 阵 M,C HE 的 特殊 性 质 。 
方程 组 (5-2-64) 式 的 解法 主要 有 直接 积分 法 及 振 型 释 加 法 两 大 类 ,直接 积分 法 中 又 有 中 
心 差分 法 。 Houbolt 法 Wison 法 入 Newmark 法 等 。 为 了 问 以 后 要 讲 到 的 动力 有 限 元 程序 
DEFEL 进行 类 比 ; 这 里 只 讨论 直接 积分 法 中 的 中 心 差 分 法 ， 
下 面 将 主要 讨论 忽略 物理 阻尼 时 方程 组 (5-2-64) 式 的 解 , 也 就 是 方程 组 (5-2-60) 式 的 解 ， 
可 以 证 明 , 当 质 量 矩 阵 是 对 角 矩 阵 时 .用 中 心 兰 分 法 求解 ,可 以 不 必 形 成 总 体 刚 度 拖 阵 和 总 体 
质量 和 矩阵 ,求解 可 以 社 单元 一 级 上 进行 ,这 样 计算 所 需 的 高 速 存储 量 较 小 ,如 果 有 了 前 尼 力 ,但 也 
JA B EET E XT £8 E PERI [35 ap 3E 76 — 2 ERAR. 
后 面 要 讲 到 的 动力 有 限 元 程序 DEFEL ,将 单元 的 质量 分 别 集 中 到 三 个 节点 上 , 它 的 质量 
矩阵 是 对 角 和 抢 阵 ,该 程序 也 是 在 单元 一 级 上 求解 的 ,解法 同上 述 的 中 心 营 分 直接 积分 法 类 似 ， 
方程 组 (5-2-60) 或 (5-2-64) 式 是 常 系 数 常 微分 方程 组 , 如果 用 差 商 代替 微分 且 条 用 中 心 差 
分 格式 ,那么 


d = s — ?d, + d... (5-2-85 
o l 
(000A 


' 此 两 式 的 误差 是 属于 C41)? 阶 的 ,将 此 两 + 代入 (5-2-64) 式 得 


d (=d uv ad oa (5-2-66) 


AB aH 3x 


在 计算 daah EAN d, d-a, EPEHA aF dodi id 。 均 为 已 知 ,那么 由 方程 (5-2- 
65) 和 (5-2-66) 式 可 以 求 得 
d, = d? Md — 


NT 2 ——- 
M 十 FC | d. =R -(K — siMd—( Cda — (52-67) 


á " 
Zi e (5-2-68) 


上 角 标 i En |a. WRC ROWORBEHCOS-2-67) 3E gy, 


Lao. da = R = R — (K — aM, -7 | zaM | d. (5-2-69) 
可 见 , 如 果 对 是 对 角 抑 阵 就 无 需 进 行 符 阵 的 三 角 分 解 来 求解 ,因而 也 就 没有 必要 形成 总 体 网 
ELT SEXE PEU 


| BEBE TU a P ER PE. 


K= >K, M — >M, 


+ 


xxl o Ru 


中 国 国 防 科 技 网 http:/ /www.81tech.com p 


EHK AM 是 第 i 单元 的 刚度 矩阵 和 质量 矩阵 ,可 见 在 求 (5-2-69) 式 右 端 各 项 时 可 以 在 单元 
一 级 上 将 每 个 单元 对 有 效 载 荷 向 量 的 贡献 相 加 而 得 到 , 即 利用 下 式 来 计算 责 


R VET R m S Kd, mi > AM, (d,a — 2d,) 
方程 (5-2-69) 式 变 成 
2; iMd, 一 —R— 2,K4. = 2 总 I.M. (d, 4, — 2d,) (5-2-70) 


上 式 还 可 以 写成 | 
24 ， sd KA (5-2-71) 


EL TOS E 7 ERES PEE SEE 7] . 外 载荷 引起 的 集中 力 有 贡献 的 只 能 是 与 该 节 氮 相连 的 单元 ， 
所 以 (5-2-70)、(5-2-71) 式 可 以 基本 上 在 学 元 一 级 上 求解 ， 
对 于 内 部 节点 ,如 不 考虑 重力 等 引起 的 节点 集中 载荷 , 则 人 5-2-70) 式 变 成 


TaM das 二 2,K4. ES 2: lw (d, 4, — 2d) (5-2-72) 


(5-2-71) 式 则 变 成 
È Md, =- EM. (5-2-73) 


DEFEL 各 序 所用 的 节点 运动 方 符 的 形式 与 上 式 相 似 ， 但 因为 有 塑性 变形 ， Br US AJ AS 
EEA E ELE SE EE f b n ER DE EE TER CEA E). 

四 、 a 

直接 积分 法 的 计算 费用 和 时 间 步 长 成 反比 ,从 这 个 意义 上 讲 , 时 间 步 长 应 尽量 取 大 ,但 太 
大 又 会 降低 计算 精度 ,特别 是 对 中 心 差 分 这 种 条 件 稳定 的 差分 格式 还 会 导致 解 的 不 稳定 ,所 以 
时 间 步 长 的 选取 必须 进行 全 面 考 虚 。 

对 具体 的 积分 方法 只 知 考 呀 一 种 典型 章 积 分 下 

r-28wr-d-waer-—-R (5-2-74) 

xt —-- eB BBEBmsSST-—2m-T/e.BHEGGS E» R 的 单 自由 度 平衡 控制 方程 。 研 究 
直接 积分 法 解 的 性 质 就 在 于 估计 方程 (5-2-74? 式 作为 4/ 了 .和 玉 的 函数 的 解 的 积分 误差 ， 


设 各 时 刻 解 之 间 的 传递 关系 为 
Xa = Ax, + LR. (5-2-75) 
其 中 工 是 存放 解 的 各 量 的 列 向 量 ,而 ReH ARA 和 工分 别 为 积分 逼近 算 
THREAT. 
TÆ EHAA 的 解 为 
Xena = AX, 十 LR + -ALR Cu nass LE uou (5-2-76) 
对 中 心 差分 格式 


Ty = ET IE Ar 2 RE Tora) 
z ee C Rin en 
将 此 两 式 代入 (5-2-74}) 式 得 

2 一 e Ar* i — fwd Ar 


Tea = teu TH 6A a T li 14 ÉeADS (5-2-77) 


— a 
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将 此 式 写成 (5-2-75) 式 的 形式 


[Aes] aj? [s LR, (5-2-78) 
La rr 
其 中 
2— wA 1> wat 
A 一 £ + wt 上 + joa (5-2-79) 
1 0 
A T 
0 


确定 一 种 积分 方法 的 稳定 性 ,要 通过 在 任意 初始 条 件 下 对 数值 解 的 性 质 进行 检验 .我 们 考虑 无 
Bar Bl R=0 时 的 积分 ,此 时 (5-2-76) 式 变 成 
Xina = A'Y, (5-2-80) 
此 陈 可 以 用 来 研究 积分 方法 的 稳定 性 ,如 果 对 任意 的 入 ,上 式 都 不 会 无 限制 地 增加 , 则 是 元 条 
FEER RRA H AUT GET. 为 振动 周期 ) 小 于 某 一 称 作 稳定 极限 的 确定 值 时 才 不 会 无 
限 增加 , 则 称 为 条 件 稳定 。 
FER 4 做 谱 分 解 来 进行 分 析 
A^ = PPP! (5-2-81) 
Xcb PR A 的 特征 向 量 矩阵 ,7 为 对 角 矩 降 , 其 元 素 为 4 的 特征 值 ,只 有 当 A Boe p= 
max jA S1 Hg.J" 才 是 有 界 的 ,并 且 o Sodio. 
FAR ESO Hi. A 的 谱 半 径 , 此 时 (5-2-79) 式 变 成 


É 一 wA — "| 
pue 
1 0 
它 的 特征 值 为 
—— dr 
a c Lore 4 CMM d 
| 4 

1 2 A 1 
dm 2 N 4 


从 上 两 式 可 以 看 出 ,Pp 是 A/T WART — 2r w), 4 ATL 时 ;Pp 小 于 1; 所 以 临界 稳定 时 
间 步 长 Ar, — T. /n | T. 为 有 限 元 集合 体 的 最 小 周期 ， 
如 果 采 用 大 于 4te 的 时 间 步 长 , 则 计算 是 不 稳定 的 ,甚至 使 计算 结果 设 有 意义 ， 
动力 有 限 元 程序 DEFEL 所 采用 的 差分 格式 也 大 条 件 稳 定 的 ,其 时 间 步 长 的 计算 留待 以 
后 讨论 ， 


32.3. 动力 有 限 元 方法 
本 节 将 根据 动力 有 限 元 程序 DEFEL 讲述 动力 有 限 元 计算 方法 。 DEFEL 是 一 个 二 维 流体 


弹 辕 性 程序 ,采用 三 角形 单元 ,适用 于 平面 及 连 对 称 问题 。 
| — 211 — 


中 国 国 防 科 技 网 http:/ /www.81tech.com 


5.3.1. 动力 有 限 元 的 分 析 步 又 


由 于 动力 有 限 元 是 将 单元 韵 质 共 分 判 放 在 三 个 节点 上 ,所 以 其 质量 矩阵 为 对 角 托 阵 , 它 的 
积分 过 程 是 在 单元 一 级 上 讲 行 的 ,这 一 点 间 对 角质 量 乍 阵 结 构 有 限 元 方程 组 采用 中 心 善 分 格 
式 直 接 积 分 的 方法 类 似 ， 

一 、 区 域 高 散 化 及 初始 节 点 和 单元 参数 计算 

司 结 构 有 限 元 - - 样 , 动 力 有 限 元 也 是 首先 将 求解 区 域 离散 化 成 单元 ,并 输 人 和 计算 初始 单 
元 和 节点 参数 .节点 的 初始 勾 度 下 单元 的 初始 应 力 。 初 始 密度 一 般 为 输入 量 , 单 元 的 初始 体积 
根据 其 节点 的 坐标 进行 计算 ,节点 的 质量 由 和 它 相连 的 各 单元 对 它 的 质量 贡献 虹 加 得 到 ,对 于 
字面 问题 .单元 的 硕 量 分 成 三 等 份 , 分 别 送 给 该 单元 的 三 个 节点 :对 于 输 对 称 问题 ,单元 的 质量 
则 按 45-2-51) 式 分 成 不 等 的 三 份 , 并 分 别 送 给 它 对 应 的 三 个 节点 。 

同 结构 有 限 元 一 样 ,动力 有 限 元 网 格 的 划分 是 十 分 灵活 的 ,可 以 等 间距 划 分 ,也 可 以 根据 
需要 划分 成 各 种 各 样 的 不 等 问 趾 网 格 . 

二 、 节 点 位 移 的 计算 及 交界 面 处 理 

节点 位 称 是 根据 节点 集中 力 . 节 点 质量 按 牛 顿 第 二 定律 计算 的 。 例 如 在 c-r 时 刻 节 点 : 
Er 方向 及 x» 方向 的 位 穆 可 以 分 曾 写 成 

FDA 


uia = uP 十 Qu? HEDA 


(D-3 
(r2; 
vla m un de Gi H EER a 


itr FG FS 分别 为 节点 力 在 x 及 3 方向 的 分 量 ,m" 为 节点 i BH e Mo 分别 表示 1 
时 刻 节点 i 在 x 及 3 方向 的 速度 分 重 。 

初始 时 间 步 长 At 是 输入 的 ,以 后 将 由 程序 自动 计算 。 

节点 位 称 计算 完 之 后 ,立刻 对 不 同 材料 变 界 面 的 节 扎 位 置 进行 检查 ,如 和 抹 一 种 材料 的 界面 
节点 进入 另 一 种 材料 内 部 , 则 按 一 定 的 方法 进行 处 理 并 把 它 近 回 到 交界 面 , 详 细 处 理 方 法 将 在 
交界 面部 分 曾 述 。 

三 、 章 元 应 力 偏 量 , 压 为, 内 能 的 计算 

DEFEL 方法 也 采用 线性 形 前 数 , 它 的 单元 自然 也 是 等 应 变 和 等 应 力 单元 。 在 节 尽 速度 种 
位 置 确定 之 后 ;就 可 以 计算 出 单元 应 变 偏 量 和 应 变 率 仿 量 ,根据 广义 虎 克 定律 可 以 讲 一 步 计 算 
出 在 弹性 假设 下 该 单元 的 应 力 偏 量 ,与 结 移 有 限 元 不 司 的 是 ,必须 检验 单元 的 状态 蚌 不 是 确实 
在 弹性 范围 内 ,如 果 是 ,那么 所 求 的 上 应力 篇 量 即 为 该 单元 的 值 ; 如 果 单 元 的 材料 是 姓 于 劾 性状 
态 , 则 把 各 应 力 仿 量 按 比 例 缩 小 拉 回 到 屈服 面 , 可 以 证 明 这 种 处 理 方法 符合 Yon Mises IR BH 
HEMA Prandtl — Reuss 塑性 流动 规律 。 

由 于 压力 和 内 能 的 互相 影响 ,它们 的 计算 是 同时 进行 的 ,具体 方法 留待 状态 方程 一 闻 讨 
i£. 

四 、 时 间 步 长 的 计算 

在 单元 形状 (节点 和 位置) 及 状态 确定 之 后 ,就 可 以 计算 出 每 个 单元 所 确定 的 临界 时 间 步 长 ， 
该 临界 值 正比 于 单元 的 最 小 高 ( 邑 最 长 边 上 的 高 ) ,反比 于 声速 ,选用 步 长 取 为 各 单元 所 决定 的 
临界 时 间 步 长 的 最 小 值 再 霖 上 一 个 稳定 系数 。 

= a m~ 
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时 间 步 长 的 选取 原则 是 ,任何 一 个 单元 中 的 扰动 在 下 一 时 间 步 长 内 的 传播 距离 必须 小 于 

该 单元 的 最 小 高 。 这 是 差分 格式 稳定 性 的 要 求 。 
五 、 节 点 集 中 力 的 计算 

et ——X 力 进行 计算 ,具体 算法 
将 在 有 关 部 分 详 述 ， 

节点 力求 出 之 后 ,就 可 以 计算 下 一 时 间 步 长 节点 的 位 移 , 这 就 返回 到 第 二 步 的 计算 ,并 进 
入 下 一 循环 。 

此 外 ,在 计算 过 程 中 ,还 随时 或 定期 检查 单元 畸变 情况 ,必要 时 就 采取 再 分 区 或 侵蚀 法 进 
行 处 理 。 

从 以 上 分 析 步 又 来 看 ;动力 有 限 元 赔 结构 有 限 元 有 不 少 相似 之 处 .例如 动力 有 限 元 也 将 计 
算 区 域 离散 化 成 单元 ,单元 之 间 由 节点 联接 ,也 采用 形 函 数 ,并 在 节点 位 移 已 知 的 情况 下 根据 
形 函 数 计算 单元 的 应 变 和 应 力 , 所 以 这 种 算法 被 列 人 有 限 元 法 不 是 没有 道理 的 ,但 动力 有 限 元 
同 结构 有 和 恨 元 有 本 质 的 差别 ,结构 有 限 元 是 根据 最 小 势能 原理 求 节点 位 移 的 , 它 必须 建立 单元 
Ru HEX EE A S RE 法 还 要 建立 总 体 刚度 矩阵 ;而 动力 有 限 元 由 于 可 能 有 塑性 变形 , 因 压 不 双人 能 


根据 最 小 势能 原理 求 节点 位 移 , 而 是 根据 单元 的 应 力 由 蘑 力 于 黎 计 算 节 点 人 由 届 , 并 进一步 于 
算 节点 位 移 , 所 以 该 算法 不 是 基于 变 分 愿 理 的 ,也 不 建立 伞 何 刚度 夭 阵 , 从 节点 力 的 计算 看 ， 


"ML Te 这 就 是 为 什么 说 动力 有 限 元 是 
有 限 元 和 有 限 差分 之 间 的 一 种 算法 。 


5.3.2. 材料 本 构 关 系 及 破坏 问题 


动力 有 限 元 程序 多 是 用 来 计算 高 应 变 率 和 大 塑性 变形 问题 ,在 这 种 情况 下 材料 的 本 构 关 
系 尚 不 十 分 清楚 。 同 很 多 其 他 程序 一 样 ,DEFEL 采用 了 静态 下 的 弹 塑 性 关系 ,内 是 根据 压力 、 
温度 、 有 获 塑 性 应 变 及 应 变 率 对 届 服 强度 进行 请 整 , 并 且 在 计算 过 程 中 一 有 旦 发 现 应 力 状 态 跑 到 
届 服 面 的 外 面 ,就 按 比例 缩小 各 应 力 偏 量 ,将 应 力 状态 拉 回 到 届 服 面 上 ;这 种 处 理 方法 自 60 年 
RaW eLo Wilkins 使 用 以 来 ,一 直 被 很 多 程序 所 采用 ,我 们 将 证 明 这 种 处 理 方法 的 合理 
€. 

EEA NER E tA E ATEREA OP TRI TRE REL PAR 

—. REB 

在 弹性 区 , 霸 克 定律 被 用 来 描述 应 力 偏 量 和 应 变 偏 量 的 关系 


es = S, j= reb) (5-3-2) 


其 中 eg BAS Hrs RE 5,0u i 21 ie ism G 为 前 切 模 量 ， 
已 知 t 时 刻 的 应 力 偏 量 ,程序 按 下 面 的 公式 计算 +A BEARES 75 RC 


ST St + Ge At — 281,0,,4 (5-3-3) 
号 人 一 S5 十 20Ge + 281,0, At (5-3-4) 
Sg — Sis 十 2Gegt (5-3-5) 
Sirta St + Gea At GR (S1 — Stay (5-3-6) 
SF St, 十 2Ge A (5-3-7) 


Sto — St, 十 2Ge, At (5-3-8) 
— 9213 一 
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其 中 (5-3-3)《5-3-4) 及 (53-6) 式 中 右边 最 后 一 项 是 由 于 在 > 一 z 平面 内 的 旋转 引起 的 ,旋转 
引起 了 面 的 方向 的 改变 ,因而 上 时刻 > 一 * 平面 内 的 切 应 力 和 垂直 应 力 仿 量 ,分 别 对 t 十 妈 时 刻 
该 平面 内 的 垂直 应 力 和 切 应 力 含 量 有 贡献 。 

应 变 率 取决 于 速度 场 ,由 下 面 的 公式 计算 


i= Z (5-3-9) 
E, = E (5-3-10) 
e= 一 (5-3-11) 
o dl[96 æ E 
Eu TESE] (5-3-12) 
O1 W ] 
bus zl 二 一 二 (5-3-13) 
AV 
Eu — T de (5-3-14) 
旋转 角速度 
lid de 
we = [x | (5-3-18) 
Hm aod W 分别 为 >.z 和 8 方 同 的 位 移 。 
平均 法 同 应 变 率 为 
1V 1. | ! 
Em = a (em Se T fw) 
其 中 VV 为 体积 。 
Td ny XE SEE HT DATES E 
E = E, — Oye, (jm rr) (5-3-16) 
c. ARE xj 


DEFEL 采用 了 Von Mises 届 服 准则 或 者 叫 畏 变 能 忆 服 准则 。 当 弹性 畸变 能 达到 一 定 什 
时 ,材料 就 届 服 ,开始 产生 塑性 变形 。 
弹性 应 变 能 的 表达 式 为 
l 
D 
这 里 ;7 两 次 出 现 表 示 求 和 。 代 入 nu — P5, 5,18 
l 


r i 
L == so, 十 296; 


D -= Er 


2 o l1pÀV I 

T 2 P LA T 2 34 (e, T Diad 
] , ÀV L 

$T v t Te SEE, 
1 
d 


AV 
P vot Cre,.e,, 


上 式 中 ,有 边 第 一 项 为 弹性 体积 变形 能 ,第 二 项 即 为 弹性 畸变 能 , 它 可 以 改写 成 
一 àl4 一 
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P. EN — EN — d 2 

Ua = GGSS — a6: — ga 
其 中 J,— 7 5,5, 28 HLT RH EHE. TEAN J 和 弹性 畸变 能 成 正比 ,所 以 用 J EA 
断 准 则 实际 上 也 是 晴 变 能 准则 ， 


o,— a 35,54 — A| S GE E Sh H SI) 十 3(CS + Sh H SD 
6GU, (5-3-17) 
EMAA AYJ . CAPR ER HE SE SEE 75 RRE E PAE o. EAR E EREE. 在 
简单 拉 伸 时 ,2 等 于 轴 向 拉 应 力 , 当 a 等 于 简单 拉 伸 下 的 届 服 应 力 e. 时 材料 开始 屈服 。 
在 DEFEL 程序 中 ,不 断 地 计算 各 单元 的 有 效应 力 —— ——— 
比较 ,判断 材料 是 否 处 于 届 服 状态 。 


三 、 塑 性 流动 规律 
DEFEL 程序 采用 Prandtl 一 Reuss 塑性 流动 律 ,这 个 规律 是 息 设 塑性 应 变 增 量 与 相应 的 
应 力 偏 量 成 正比 , 即 
d 一 dA (i j= r,z,0) (5-3-18) 
其 中 da 为 常数 。 
为 了 方便 起 见 , 取 de, 为 有 效 塑 性 应 变 增 量 ,其 定义 为 
de, = S dete (5-3-19) 
XS PE RV AP SE dat 


dW ,= ae, def, = (— På, Se)det 
— — Pê def 十 SS, def, 


= S, def, 
将 (5-3-18) 式 代入 上 式 得 
。 dW,— dAS,,S,, 
一 = defdeh (5-3-20) 
KE C5-3-170 30 €5-3- 190 RRA E3548 
dà = i (5-3-21) 
将 此 式 代 人 (5-3-20) 式 得 
dW, = gde, (5-3-22) 
TEO-3-2)0 RARA G-3-1D GC CIE E] Bk oz 2e ERAM e E E E 0L AHRR 
dem Tes, (5-3-23) 


2 
DEFEL 程序 对 方程 (5-3-19) 式 积分 计算 每 个 单元 的 有 效 塑 性 应 变 6,, 并 用 来 计算 该 单元 材料 
的 轴 眼 强度 和 判断 是 省会 产生 破坏 。 方程 45-3-22) 式 则 用 来 计算 塑性 变形 能 ,并 转化 为 该 单元 


材料 的 内 能 ， 
a n 
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四 、 动 态 怖 服 强 疫 

很 多 材料 在 动态 下 的 性 能 与 静态 下 极 不 相同 。 动 态 性 能 要 受到 塑性 应 变 , 应 变 率 ,压力 和 
温度 等 的 影响 ,但 目前 材料 的 动态 性 能 实验 数据 还 很 不 足 , 这 给 数值 模拟 研究 带 来 了 困难 。 

DEFEL 程序 采用 简单 模型 计算 材料 的 动态 局 服 强度 。 对 塑性 应 变 的 影响 采用 下 面 的 敌 


性 关系 
lee te aceto 
$ (5-3-24) 
rp mq (E, m £7) 
HAREMA WU 增加 到 多 时 , 屈服 强度 线性 地 从 Yo PUEDE EE 继续 增加 时 , 届 服 强 
度 不 再 增加 。 
应 变 率 ,压力 和 温度 对 届 服 强度 的 影响 是 按 下 面 公式 计算 
Y = Y[1 + cin(e) + cP + c6P3G, + cT) (5-3-25) 


Rp Y, 是 按 (5-3-24) 式 计算 的 ,cc5 为 材料 常数 ,三 一 忆 十 人 @ 为 压力 和 人 工 糙 性 之 和 ,Ge 
为 有 效 塑 性 应 变 率 , 其 定义 可 参看 方程 (5-3-19) 式 ,了 HANEN., 

五 、 动 态 破 坏 问 题 

动态 破坏 比 动态 屈服 更 为 复杂 ,研究 结果 和 数据 也 更 少 。 原 则 上 讲 动态 玻 坏 也 同 塑 性 应 
变 .应 变 率 ,压力 ,温度 等 有 关 , 但 由 于 缺少 可 靠 地 建立 在 实验 基础 上 的 动态 破坏 准则 ,DEFEL 
只 采用 体 应 变 ( 或 相对 密度 ) 及 有 效 塑性 应 变 作为 材料 破坏 的 判别 准则 。 

FRETT REEE ey 一 V/V 一 1( 其 中 VV 和 ,分别 为 该 单元 的 体积 和 初始 体积 ) 增 加 到 
有 某 一 数值 ,或 其 有 效 塑 性 应 变 e, 增加 到 茶 一 值 时 ,就 认为 该 单元 材料 因 硫 坏 而 永久 失去 强度 ， 
和 流体 一 样 它 只 能 有 静水 于 ,而 应 力 偏 量 始终 为 零 ， 

近 两 年 来 ,DEFEL 的 作者 还 使 用 该 程序 计算 了 弹丸 撞击 金属 靶 板 时 背面 的 层 裂 现象 92 ， 
使 用 的 断裂 准则 是 最 大 拉 应 力 叭 则 , 当 一 个 单元 的 最 大 拉 应 力 达到 或 超过 某 一 规定 值 时 ,就 在 
该 拉 应 力 的 垂直 方向 产生 和 裂纹， 虽然 模型 显得 过 于 简单 ,但 取得 的 结果 与 实验 较 一 致 (参看 图 
5-4-7), 


5.3.3. 材料 的 状态 方程 


本 六 将 讨论 两 个 问题 : 一 是 DEFEL 采用 的 Mie 一 Griineisen 状态 方程 ;二 是 激 波 绝热 关 
系 中 系数 的 确定 问题 ， 
— Mie-Grüneisen 状态 方程 
Mie-Grüneisen 状态 方程 经 常 写 成 下 面 的 形式 全 
r(Y) 


P — Paip = -y LE — EnpCVp) | (5-3-26) 
这 种 写法 是 以 Rankine 一 Hugoniot( 激 波 绝热 线 ) 为 参照 线 ,其 中 Pr Vu 和 Er 是 激 波 绝热 线 
上 的 量 ， 
Pr 和 和 Ya 的 关系 可 以 由 实验 得 到 ,而 且 可 以 写成 下 面 的 形式 
Py = Cy + D t S (umo _ 
Py = Cu ee (5-8-27) 


XB C,D,S RC =i on 和 为 密度 和 初始 密度 。 
— 216 一 
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SR [8] Br B PCI ST EH 87 REST TELE BE EST THO RON 


pb ,= eu CU, E U ,) (5-3-28) 
Pg — PmRUU, (5-3-29) 
PQU,— FoU U, BUE. — E) (5-3-30) 


其 中 UU AU, 分 别 为 激 波 和 质点 速度 (坐标 系 选 择 得 使 波 前 质点 速度 为 零 ) ,下 标 H 表示 波 泗 
面 后 的 量 , 下 标 0 表示 初始 基 ， 
由 方程 (5-3-28) 至 (5-3-30) 式 可 以 导出 下 面 的 Rankine 一 并 ugoniot 方程 


Eu — E, = 4 (Pa + P) Ve — Va) (5-3-31) 
这 是 激 波 绝 热线 上 内 能 同 压 力 . 比 容 的 关系 ,将 此 式 代 人 (5-3-26) 式 得 
P = Pu OD gp, Po EZE yy — E, 
AER POETE PrP.) B op 一 2 及 上 ,一 0; 则 上 式 变 成 
P = Pril = DL Y(V)eE 


或 者 


pes dedi es sæli- d 


至 于 Grüneisen 系数 ”同比 容 的 关系 ,程序 中 选用 


20g) ce sse e .3- 
y^ (5-3-33) 


IEZUR BESKIS] Co 0.) Y CVO BS c A [LU 27, ,将 15-3-33) 式 代入 (5-3-32) 式 得 
Eu dE e y YE (5-3-34) 


上 式 即 为 DEFEL 末 用 的 状态 方程 ,其 中 7 二 YCV,) 可 以 由 上 式 确定 
j y —— Va 
"Ch 
其 中 Cv 为 室温 下 的 定 容 比 热 ,a, 为 室温 下 的 热膨胀 系数 ,为 室温 下 的 压缩 系数 。 
方程 (3-3-34) 式 中 右边 第 一 项 


Py = (Cp t Dii + $i 一 A (5-3-35) 
只 和 密度 有 关 , 第 二 项 则 和 比 内 能 有 关 。 
值得 指出 的 是 ,如 果 ， 取 成 常数 六 ,元 素 的 压力 经 常会 出 现 异 常 。 下 面 就 来 分 析 一 下 Pr 


随 “的 变化 ， 
将 (65-3-35) 式 两 边 对 产 求 导 得 


[70DE (5-3-32) 


dPy 2 p y, 23 l | 
da c (C+ 2D 88955 — /y 1 (Cp 4- Dgt 4- Sy 25. "X 一 a 
如 采取 Mv an 

Pe = (CH 以 及 


PSU e 
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I —(C + 2Du-c 35431 一 党 


XE FHA, HR C= 1.01381 X 10'kg/cm! , D= —0. 24748 X10‘kg/cm’:,S=1.037439 X 10'kg/ 
cm? ,X,—1. 17, 0,77. — Y-—Y, 的 情况 ; 当 4=1,2713 时 ;Pr ARRE. a ES 
增加 时 ,P, 反而 下 降 。 但 如 果 取 Y=7, C o ' 则 随 着 的 增加 ,Pv 一 直 是 上 升 的 ,后 一 种 趋势 比 前 
一 种 合理 ， 

当 取 Y=7, 并 用 DEFEL 计算 高 速 磁 擅 问题 时 , 发现 有 的 元 素 被 过 度 压 缩 , 其 压力 反而 不 
高 , 那 委 导致 的 结果 是 该 元 索 被 进一步 压 疹 , 这 在 物理 概念 上 明显 是 不 合理 的 ,; 改 用 (5-3-33) 
式 后 情况 有 所 好 转 。 

此 外 ,还 将 方程 (5-3-33) 式 与 采用 Slater 及 D 一 M 公式 对 铝 和 钢 的 Y(V) 计 算 结 果 " 进行 
了 对 比 。 对 于 铅 , 方 程 (5-3-33) 式 同 Slater 公式 的 计算 结果 比较 一 致 , 当 V/V, 从 1 下 降 到 
0.82 Bj, Re Slater 公式 > 从 2.026 下 降 到 1, 568, 按 (5-3-33) 式 则 下 降 到 1. 661, 和 1.568 相差 
约 6425. XT 4). Jr Ba G-3-332 RUA D— M 公式 的 结果 很 接近 , 当 V/V。 V1 P MESI 0. 88 时 ， 
按 D 一 M 公式 7 了 从 1.994 下降 到 1.783. S7; f (5-3-330 z DE pz P BE 89] 1. 755. FLUTE SE 23 
1. 565, 

值得 指出 的 是 ,Slater ARA D-M 公式 计算 的 结果 相差 很 大 , 可见 想 要 准确 地 确定 材料 
的 Y—V 关系 是 很 困难 的 。 

二 、 激 波 绝 热 头 系 中 系数 的 确定 

方程 (5-3-27) 式 中 的 系数 需 由 实验 确定 。 由 方程 (5-3-28} 和 (5-3-29) 式 可 知 ,内 要 同时 济 
定 两 个 未 知 数 ( 例 如 U, AU 2 ,就 可 以 得 到 了 一 平 而 上 的 一 点 ,用 适当 的 方法 对 实验 点 进行 
Met sp x a aT prf X CDU S. 

此 外 ,对 于 很 多 材料 , 激 波 速度 和 质点 速度 之 间 存 在 着 线性 关系 


) + (Cu + DE + SEN 5 


U =e 4- AU, 
将 此 式 代 人 (5-3-28) 和 (5-3-29) 或 消去 U, MU 并 注意 到 
p 
| 


Po 


就 得 到 
Beat 十 了 
[i ukO— AF 


这 就 是 已 一 4 平 而 上 的 激 波 绝热 线 。 此 方程 还 可 以 改写 成 (5-3-27) 式 的 形式 ,事实 上 内 要 分 别 


Py (5-3-37) 


把 方程 (5-3-27) 和 (5-3-37) 式 对 ja SCA ot TE) TTA], ROA ,并 令 其 对 应 相 
等 ,就 可 以 得 到 
C = pc 
D -—C[1-4230— 12] | (5-3-38) 
S —C[2(4 — D + 8(A4 1y] 
FHSS. c 和 材料 的 体 波 声速 (Buik sound speed? B]. 
当 压 力 不 高 时 
dV — ,dp 
dF =— À y~” kh ri 


lg 
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或 P—kn $ (5-3-39) 
其 中 在 为 体积 弹性 模 重 ， 
体 波 声速 为 
c, = N k/p 
TE k= pci 
将 方程 (5-3-39》 两 边 对 产 求 导 
e? = [22 vd = k = p -2. 
(E) i EARE k = Pocs (5-3-40) 


Hr (5-3-40) A5 G-3-2P RA ERA UE h WR c, ce MERER =o 处 与 弹性 方程 
(5-3-39) 式 相 匹 配 。 事 实 上 ,对 于 很 多 材料 co 大 约 等 于 c 


5. 3.4 单元 应 力 偏 量 的 计算 


将 方程 (5-2-20) 式 两 边 对 时 间 求 号 得 
£g£— Bd i (5-3-41) 

Ehe oo nox ARI] d 为 节点 速度 分 量 列 向 量 。 由 此 式 和 《5-2-44) 式 可 以 根据 节点 速度 计 
算出 单元 的 应 变 率 张 量 ,然后 由 (5-3-3) 至 (5-3-8) 式 可 以 计算 出 该 单元 的 应 力 偏 量 张 量 。 

单元 应 力 仿 量 的 具体 计算 步骤 如 下 : 

(1) 按 方程 (5-3-24) 和 《5-3-257 式 计算 该 单元 的 材料 屈服 强度 了 。 

《2) 出 节点 速度 计算 单元 的 应 变 率 张 量 , 应 变 率 偏 量 张 量 及 应 力 俩 量 张 量 。 

(3) 按 (5-3-i7) 式 计算 单元 的 有 效应 力 dee 

(4) 如 果 a 所 Y, 则 材料 处 在 弹性 范围 内 ,那么 第 2 步 中 , 按 弹 性 假设 计算 的 应 力 偏 量 张 量 
Ame. 

(5) 如 果 o, Y ,说明 该 单元 材料 处 于 塑性 状态 ,此 时 按 比 例 缩小 各 应 力 例 量 , 将 应 力 状 态 
ACIES PSP 

以 上 各 步 除 第 5 步 以 外 都 比较 直观 ,下 面 进一步 分 析 一 下 第 5 步 ,看 这 样 处 理 与 所 采用 的 
材料 本 构 关 系 有 无 开 盾 。 

由 于 塑性 应 变 能 增 量 只 能 为 正 或 零 , 所 以 塑性 应 变 增 量 必定 垂直 于 屈服 面 , 因 而 屈服 准 风 
及 塑性 流动 规律 之 间 必 有 对 应 关系 。 可 以 证 明和 Von Mises 屈服 准则 对 应 的 就 是 Prandti 一 
Reuss Bizlht.s n] JI o pp Prandtl —Reuss Ma iag T Von Mises HRR EN. 

下 面 首先 证 明 “ 按 比例 减 小 应 力 偏 量 张 量 各 分 量 ,将 应 力 状 态 拉 回 到 屈服 面 在 Von Mis- 
es 司 服 准 划 条 件 下 就 等 于 把 应 力 状态 " 滑 届 服 面 的 法 线 方 向 拉 问 到 届 服 面 。 

应 力 偏 量 张 量 共 有 9 个 分 量 SG,j=r,z; 站 ,所 以 届 服 面 是 在 9 维 空间 中 的 曲面 。 如 果 采 
用 Von Mises 届 服 准则 , 虽 册 服 而 的 方程 为 


F(S,) = $,$, — iy: =0 


设 册 服 面 上 有 一 点 A HERAS MA A 点 的 屈服 面 的 法 线 方 程 为 
3, E (5,4 m m 65,4 = C, 


CE (Sla 2€5,Da 
= 9 s 
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其 中 LE GS, Ja 为 屈服 函数 对 5S, 的 导数 在 4 点 的 值 ,C4 为 常数 ， 

上 式 可 以 改写 咸 

NETTE TO 

或 (5,3477 5,/€(2C 4-1) (5-3-42) 

可 见 在 Von Mises MIREN F iF hi IDE s ERG] JS BE TE EA) b p 3B A E E Rb fir [5] a) F8 
服 面 的 方法 ,应 该 是 按 比 例 缩小 各 应 力 偏 量 . 

下 面 证 明 “ 按 比例 臧 小 各 应 力 偏 量 将 应 力 状 态 拉 回 到 届 服 面 " 的 处 理 方 法 ,符合 Prandti— 
Reuss 流动 律 。 

在 有 塑性 增 基 的 情况 下 ,应 变 率 可 分 解 成 弹性 应 变 率 和 塑性 应 变 率 两 部 分 , 即 

e, = g; + EÈ 

其 中 ev 和 后 分 别 为 总 应 变 率 偏 量 张 量 和 弹性 应 变 率 偏 量 张 量 , 纪 为 塑性 应 变 率 张 量 .弹性 部 分 
MERTER WERDE Prandtl 一 Reuss 流动 律 , 即 


| S, 
Ei = "es Em dAS,; 
其 中 das POE RIP ac 得 
BuU m Es , 
Ae, = ?(; E dAS: At 


上 标 上 和 十 A 分 别 表示 tt 时刻 和 :十 At 时刻 的 量 , 上 式 整 理 后 可 得 
Sr 二 2G4e — 2GdÀS, A 
= (S, -F2GAÀe0(1 — 2GdAAD + AG'dAAe, At 


= (S,: + 2GAe (1 — 26dAAD + 4G!die, Ac (5-3-43) 
ERP REHAT AEN RERI RAEAN JH AE DURER T IRR 
KR 
CST = S F tra 
求 出 有 效应 力 
NEIN M 


然后 检查 应 力 状 态 , 并 作 如 下 处 理 
B eus (2, s. Y) 
S*—18;79.- Co ni m 
C5-3-43) 式 中 右边 第 一 括号 内 的 两 项 和 就 等 于 (5-3-44) 式 中 的 (Si 人)w: 第 二 括号 内 和 (5-3- 
44) 式 中 的 了 /oc 类似, 也 是 一 个 常数 。 最 后 一 项 含 4 ,是 二 阶 小 量 ,在 一 级 近似 下 ,可 以 忽略 。 
从 以 上 分 析 可 以 看 出 ,在 一 级 近似 下 “ 按 比 例 碱 小 各 应 力 侦 量 , 将 应 力 状 态 拉 回 到 届 服 面 ” 
的 作法 是 符合 Prandtl 一 Reuss 流动 律 的 。 


5.3.5 单元 压力 和 内 能 的 计算 


由 于 压力 的 计算 方程 中 含有 内 能 ,而 内 能 的 增 量 又 类 定 于 压力 ,在 DEFEL 中 条 用 同时 计 
算 压 力 和 内 能 的 方法 。 
= ^ = 
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从 :时 刻 到 :十 A 时刻 内 能 的 增 量 为 
Et — E —— 0.5(P+AQ) -+ P Qrt Je P. 4- AE, (5-3-45) 
RP 为 人 工 粘性 ,sr 为 体 应 变 率 ,4Es 为 应 变 能 。 
人 工 粘 性 是 为 消除 局 部 振荡 而 加 入 的 , 它 包 括 一 次 项 和 二 次 项 两 部 分 
Q = cepele) + eph ler)" (ér < 0) 
Q=0 (er > 0) 
RB o 和 ;为 无 量 网 系数 ,一 般 肥 ec 二 0.5,c; 一 418 为 材料 密度 ,c, PREGA 为 该 单元 的 最 小 
高 * 即 三 角形 最 长 边 上 的 高 )。 
应 变 能 AE 二 (Sie) Ac Krp S, Rc ec BI pz 72 f RESEBERS SEEMS 
将 方程 (5-3-34) 和 (5-3-35) 式 代 人 人 {5-3-45) 式 得 
Eta — E — 0. 5[ CP HY 4- Q** PEE pr ET* eA + AE, 
整理 后 可 得 


(5-3-46) 


pes = E — 0 SEO t QY t Q5 Py? ear + AE, 
E l -F EF BO Ey At 


其 中 Py AEIR OG-3-3:0 AITE ARR E RRA G-3-3O RRT DIR IB ER P, 
5.3.6 了 时间 步 长 的 计算 


前 面 已 经 提 划 DEFEL 的 差分 格式 是 条 件 稳 定 的 ,为 了 保证 计算 精度 和 稳定 性 ,必须 对 时 
间 步 长 加 以 控制 。 在 保证 稳定 性 和 精度 的 情况 下 ,应 尽量 把 步 长 取 大 ,以 减少 机 时 消耗 和 节约 
经 费 。 

时 间 步 长 是 按 拇 个 单元 进行 计算 的 ,然后 取 它 们 的 最 小 值 。， 计 算 公式 如 下 


(5-3-47) 


h 
At = d -到 一 (5-3-48) 
A EU "gus 
其 中 8 一 coQ/P ,其 参数 的 意义 可 参看 (5-3-46) 式 ,h 仍 为 三 角形 单元 的 最 小 高 ,c, 为 声速 。 对 于 
[8] PECRT A DES 2g 
z = 元 [tl — Yu) -- kp — 1. 5Y gl) 
— kg — 276» — YE — YPJ/OGO V 0? (5-3-49) 
其 中 EL TET T 为 材料 常数 ,已 一 已 一 名 ,五 为 比 内 能 。 对 于 焊 炸 产物 取 
(5-3-50) 
e 


Cc 为 小 于 1 的 数 ,以 保证 求 得 的 At 小 于 按 声 速 通过 单元 最 小 高 的 时 间 , 这 样 作 也 保证 了 A 等 
于 系统 的 最 小 振动 周期 "…"， 


5.3.7. 节 所 集中 力 的 计算 


DEFEL 程序 主要 是 用 来 计算 大 盟 性 变形 问题 ,所 考虑 的 问题 迹 远 超出 线 弹性 范围 ,所 以 
无 法 计算 各 单元 的 刚度 些 阵 ,而 是 采用 下 面 的 运动 方程 
Md = FF, (5-3-51) 
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其 中 mi 为 第 # 节点 的 质量 ,4 是 该 节点 在 ! 时 刻 的 加 速度 ,请 ;为 : 时刻 单元 二 对 节点 i 的 集中 
力 的 贡献 ,/ 的 范围 取决 于 与 节点 相连 的 单元 数 ， 

下 面 讨论 单元 弹性 应 力 对 其 节点 集中 力 的 贡献 。 

节点 集中 力 是 根据 静 力 平衡 来 计算 的 , 取 该 单元 作 分 离 体 , 于 是 边界 上 的 应 力 变 成 了 相应 
大 小 和 方向 的 外 力 ( 见 图 5-3-1) ,那么 根据 静 力 平衡 可 以 求 
出 与 之 相应 的 节点 集中 力 。 

为 了 方便 , 对 于 平面 问题 使 用 一 z 坐标 ,对 办 对 称 问 
题 则 采用 一 * 坐标 。 

Fig = Fep =+ SoZ — Z0) 十 È aX, — X2 
(5-3-52) 


Fue —Fug—— 2 ts. — Za) tu, — Xj 


(5-3-53) 
其 中 区 和 2 为 节点 的 zz 坐标 ,6 为 厚度 ,Fo 表示 与 单元 gini qaaeezss 
的 立 边 上 外 力 相应 的 节点 :的 z 方 向 集中 方 。 那 么 ,节点 : 


在 zx 方向 的 总 集中 力 为 
Fa = Fug + Fus m S ln. — Z) 十 re( — X2) (5-3-54) 
[H] 38 Fs (OX,— X, 7. ln Z; ) (5-3-55) 


对 于 二 维 轴 对 称 情况 ,各 单元 均 为 一 截面 为 三 角形 
的 回环 ,图 5-3-2 所 示 为 在 垂直 于 x 轴 的 平面 内 此 回环 
的 一 小 段 ,图 中 ?7 为 三 角形 的 中 心 的 半径 ,os 为 环 向 拉 
应 力 。 那 么 环 向 拉力 Ae. 所 产生 的 径 向 力 为 一 24c。 


sin as Aod, IRRE 均匀 地 分 配 到 三 个 节点 ， 
那么 每 个 节点 因 环 向 拉 应 为 面 引起 的 径 向 集中 力 为 
- Å adb, 那么 (5-3-54) 式 在 轴 对 称 情况 下 可 以 改写 成 


图 5-3-2 ARAMA oe 对 市 点 


p s 99 (s, CZ. — Z) 十 re(R — R2) TAcde 


A 75 BER 
积分 得 
F, = arla, (Za — Z) + rR, — R2])— SrAos (5-3-56) 
同 理 可 以 写 出 (注意 ce 对 > 方向 集中 力 无 黄 献 》 
Fa = nario R, — Ra) + r.(Z, — 2))) (5-3-57) 
用 羔 似 的 方法 还 可 以 求 得 


Fo = nri Tal Za — Zp Tal(R,— R,)} 


但 是 ,由 于 re 在 任 一 单元 中 不 可 能 为 常数 ,从 平衡 方程 [9 
tm pL 
E" T Pn $ 


— as 
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很 容易 看 出 这 一 点 。 参 考 文 献 154 的 作者 G' R Johnson 采用 一 个 因子 r/r T JR EXE RR 


Fo = n| I.e, — Z,) + ralR, — Ra) (5-3-58) 
用 同样 的 方法 可 以 计算 该 单元 对 另外 两 个 节点 了 和 和 的 集中 力 的 贡献 。 而 节点 的 总 集中 力 分 
量 是 在 所 有 与 它 相 连 的 单元 上 求 和 得 到 的 。 


53.8 滑 移 面 处 理 问题 


多 材料 块 相 擅 问 题 ,例如 高 速 碰 捧 和 优 彻 ,在 交界 面 附近 往往 是 商 压 称 大 变形 区 ,处 理 好 
滑 移 面 是 至 头 重 要 的 。 处 理 得 不 好 ,不仅 影响 计算 精度 , 甚 圣 有 可 能 面 日 骨 非 。 

在 处 理 变 界面 时 ,一 般 都 把 相 接触 的 两 材料 块 中 的 一 块 定 作 主 扎 , 另 一 块 唱 称 为 从 块 。 通 
常 把 密度 大 的 一 方 定 为 主 块 ,因为 它 有 较 太 的 惯性 , 主 块 和 从 块 在 接触 面 上 的 节点 分 别 按 顺序 
列 成 两 组 , 它们 构成 了 一 个 滑 移 面 . 在 请 移 面 上 主 氛 和 从 块 可 以 相对 滑动 ,可 以 保持 接触 ,也 可 
BAT. 

交界 面 处 理 的 基本 原则 是 ,不 允许 一 种 材料 块 
滑 称 面 上 的 节点 怪人 到 另 一 材料 块 的 内 部 ,这 种 情 
况 一 旦 发 生 , 就 把 该 节点 沿 垂直 方向 拉 回 到 第 二 块 
材料 的 交界 面 上 去 ,并 按 动 量 \ 动 量 矩 守恒 及 速度 协 
油 的 原则 调整 有 关节 点 的 速度 ， 

图 5-3-3 RHR- FH] Zl 3: GR EL] — BAT 1 
和 2 为 主 块 滑 移 线 上 的 两 市 点 ,3 为 侵 人 到 主 块 内 部 
T) M SUB SSm EBIT A 3 的 位 置 , 在 这 种 情况 下 ,该 
从 块 节点 就 被 沿 连 线 12 的 改线 方向 拉 到 连 线 12 上 ， 5-3-3 ABB ABAXEN 
HI 3 点 的 位 置 ,那么 节点 3 06120938 £877 E PO E RCRE 
化 ,应 分 摊 到 节点 1 和 2 上 ,以 哥 证 该 方向 上 的 动量 守恒 ,其 方程 为 


mu + my + mt = my d my +H mavi (5-3-59) 
HP m 代表 忆 点 质量 ,wv 代表 调整 后 的 速度 ,wv 代表 调整 前 的 速度 ,vw 和 ww 1523 n 
连 线 12 的 法 线 方向 的 速度 分 量 。 


对 工 点 的 动量 和 矩 守 恒 方 程 可 以 写成 
mU, D 十 mut = my da d mul, (5-3-60) 
HP Bm dp 1.3 节点 和 1,2 节点 之 间 的 距离 。 
此 外 节点 3 的 速度 应 和 线段 12 上 同一 位 置 的 速度 相等 , 即 


i 
vj wt b (P — wt) (5-3-61) 
12 


从 (5-3-59) 式 一 (5-3-61) 式 共 三 个 方程 ,三 个 未 知 数 , 可 以 求 出 调整 后 的 速度 六 oz A s 
在 5. 3. 7 一 节 已 经 讲 过 , 方 点 集中 力 是 由 和 它 相 连 的 各 元 素 的 贡献 求 和 计算 的 ,这 对 内 部 
接点 是 合理 的 ,但 对 于 滑 移 面 上 的 闻 点 由 于 设 有 考虑 同 它 相 接 触 的 另 一 块 材 料 的 贡献 , 因 面 导 
致 两 块 材料 的 滑 移 面 节点 有 较 高 的 相对 速度 ,这 就 使 某 些 节点 较 深 的 侵 人 到 另 一 抉 材料 内 部 ， 
尽管 可 以 用 上 述 方 法 拉 到 交界 面 上 ,但 往往 引 直 与 这 些 节 点 相连 的 单元 的 体积 的 较 大 变化 ,高 
的 体 应 变 率 又 引起 高 的 人 工 烙 性 和 单元 的 比 内 能 ,甚至 造成 整个 计算 失败 。 所 以 DEFEL 的 作 
== eg e 
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者 不 仅 在 计算 全 部 节点 的 速度 和 位 移 之 后 ,对 滑 移 面 上 节点 的 亿 置 和 速度 进行 调节 ,而 且 在 计 
算 全 部 节点 的 速度 和 位 移 之 前 ,还 对 滑 移 面 上 节点 的 节点 力 进 行 调整 ,调整 以 后 的 节点 力 , 使 
主 块 和 从 块 交 界面 的 邻近 节点 有 大 约 相同 的 加 速度 ,使 两 块 材料 界面 的 运动 比较 协调 ,侵入 量 
大 大 减 小 ,程序 进行 比较 稳定 。 

节点 力 的 调整 是 按 下 面 的 一 组 方程 进行 的 (参看 图 5-3-3) 


p.v hi 一 nud, 
hs 
F, Tum (1 "T 
i liz (5-3-62) 
F, 4 r = Mma 


` hs 
d; = d, 个 j 《as m a) 
12 


KEEF 为 各 节点 的 集中 力 在 12 垂 线 方向 的 分 量 ,a 为 集中 力 调 整 后 各 节点 在 12 法 线 方 向 的 加 
速度 ,xz 为 节点 3 和 以 节点 1.2 为 端点 的 线段 (刚性 无 质量 杆 ) 之 间 的 作用 力 。 

方程 (5-3-62) 式 革 四 个 方程 ,四 个 未 知 数 , 妇 sarna 和 x。 当 这 些 未 知 数 解 出 后 ,miai， 
ma: ma, 就 分 别 为 新 的 各 节点 力 在 12 法 线 方向 上 的 分 量 , 面 节点 力 在 12 方 向 上 的 分 量 保持 不 
变 , 那 么 ,各 节点 的 合力 或 在 rz 方向 的 分 力 就 可 以 求 出 来 了 。 


5.3.9. 大 畸变 处 理 方法 之 一 一 一 青 分 区 


一 般 学 者 都 认为 拉 氏 方法 比 欧 拉 方 法 有 计算 速度 快 ,精度 高 .界面 清楚 等 优点 ,但 它 也 有 
它 的 严重 缺点 , 那 就 是 比较 难以 处 理 大 变形 区 的 网 格 畸 变 问 题 .畸变 严重 的 三 角形 网 格 单元 的 
边 可 能 变 得 很 长 ,而 最 小 高 却 变 得 很 小 。 大 边 长 会 引起 计算 误差 的 增加 ,小 的 最 小 高 又 引起 时 
闻 步 长 的 减 小 ,机 时 消耗 的 增加 。 解 决 这 一 矛盾 的 比较 直观 和 比较 好 的 方法 是 进行 再 分 区 ,用 
规则 的 网 格 代替 畸变 了 的 阅 格 。 

下 面 从 几 个 方面 来 讨论 DEFEL 的 再 分 区 程序 的 特点 。 

一 、 表 分 了 时间 及 再 分 范围 的 确定 

该 再 分 区 程序 自动 确定 再 分 时 间 和 再 分 范 用 。 程 序 每 隔 一 定数 目的 循环 {或 每 个 循环 ) 检 
查 一 次 各 单元 的 形状 ,如 果 有 的 单元 的 最 小 高 和 其 对 应 底 近 的 比 小 于 指定 的 值 ,那么 该 单元 及 
与 它 相 邻 的 单元 就 被 列 人 再 分 范围 ,因此 ,是 否 再 分 及 再 分 的 范围 都 是 由 当时 的 网 格 变形 情况 
决定 的 。 由 于 只 在 局 部 而 不 是 在 整个 网 格 上 进行 再 分 ,因而 不 忆 节 省 机 时 ,而 且 可 以 尽量 保持 
网 格 的 拉 格 朗 日 特点 ， 

二 、 产 生 新 单元 

再 分 范围 确定 之 后 ,就 开始 自动 建立 新 单元 。 对 于 每 个 再 分 区 域 , 按 下 面 的 六 步 进行 ,前 
面 两 步 是 调整 再 分 边界 上 的 节点 ;使 边界 相 邻 节点 的 间距 接近 于 标准 三 角形 边 长 Los WES 
步 是 建立 内 部 网 格 。 

OD 在 对 称 轴 上 重新 布 节点 

如 果 再 分 区 域 的 部 分 边界 与 对 称 轴 重 合 ,那么 除 两 个 端 节 点 外 ,对 称 轴 上 的 中 间 节 点 全 部 
册 去 ,然后 在 此 两 端 节点 之 间 均 匀 地 放 上 一 定数 目的 节点 ;使 相 邻 节点 间 庆 接 近 标 准 边 长 Las 
这 项 措施 对 盆 宰 问题 计算 很 重要 ,因为 盆 档 时 了 筷 亡 附 近 因 压缩 而 使 对 称 轴 上 的 节点 舍得 很 近 。 

— 224 — 
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(2) 在 边界 的 长 线段 上 增加 新 节点 

如 果 再 分 区 域 的 边界 有 的 部 分 和 该 块 材料 的 自由 表面 重合 ,那么 在 该 部 分 边界 上 如 果 有 
的 线段 的 长 度 大 于 2 元 ,就 在 该 段 的 中 点 增加 一 个 新 节点 ,这 样 循 环 作 下 去 ,一 直到 所 有 的 
边 长 都 小 于 ~ 2 Le 为止 。 

(3) 切 掉 锐 内 角 

当 边 界 节 点 布局 确定 之 后 ,就 开始 从 边界 向 里 建立 新 单元 `. 增 加 新 节点 。 首 先是 切 去 锐 认 
角 , 形 成 一 个 或 两 个 新 单元 ( 见 图 5-3- 0. 


图 5-3-41 WERA 图 5-3-5 平分 钝 内 前 


当 新 元 素 的 内 边 边 长 小 于 \” 2L, 时 (图 中 (ae)) ,只 形成 一 个 新 单元 ,反之 则 形成 两 个 (图 
eg G2) ,此 时 在 内 边 中 点 增加 一 个 新 节点 ， 

(4) 二 等 分 钝 内 角 

当 内 角 为 钝 角 时 , 则 按 顺 序 二 等 分 印 内 角 并 在 平分 线 上 距 角 顶点 L 处 增加 一 个 新 节点 ， 
然后 建 谋 两 个 靳 单元 ( 见 图 573-52. 

(5) 把 再 分 区 域 分 成 子 区 

在 平分 印 内 角 建 立新 单元 的 过 程 中 ,可 能 发 生 相 过 现象 , 即 产 生 的 新 节点 可 能 很 接近 再 分 


边界 的 另 一 部 分 ,此 时 需 将 再 分 区 域 分 成 两 个 子 区 ,然后 从 较 小 的 子 区 开始 之 个 再 分 (参看 图 
5-3-6), 


PHI 


OS a 


图 5-3-6 分 成 于 区 | 图 5-3-7 优化 新 网 格 


FL 


(6) 结束 一 个 角 分 区 域 
在 执行 上 述 从 3 至 5 的 过 程 中 ,再 分 边界 从 原始 边界 不 断 厅 内 收缩 , 当 减 少 到 只 番 下 三 边 
和 四 过 时 ,就 采取 措施 结束 该 区 再 分 。 如 果 只 剩 下 三 过 , 则 建立 最 后 一 个 新 单元 , 如果 剩 下 四 边 


== o ec 


| 中 国 国 防 科 技 网 http:/ /www.81tech.com 
| 


| , 则 根据 边 长 和 角度 分 成 两 个 或 四 个 新 单元 。 
三 、 肉 部 节 术 位置 的 化 化 
一 个 再 分 区 域 的 新 网 格 形成 后 ,还 要 使 各 新 单元 的 面积 尽量 相等 ,为 此 要 调整 节点 位 置 进 
行 优化 ， 
| 图 5-3-7 所 示 为 和 节点 a 相连 的 几 个 单元 ,用 A 表示 第 i 个 单元 的 面积 , 则 m 个 单元 的 平 
| 均 面积 A 为 
| A (5-3-63) 


| 用 最 小 一 乘法 ,使 (4 一 AD? AMEN ATRE a 点 新 坐标 。 依 次 对 再 分 区 域内 的 各 个 节点 
| 进行 优化 处 理 , 使 得 单元 面积 较为 一 致 
| 四 、 计 算 新 单元 及 节点 参数 
| 新 单元 的 参数 是 根据 同 其 相交 的 所 有 上 介 单 元 (再 分 前 的 单元 ) 的 参数 按 重 蠢 体 积 加 权 的 方 
法 计算 的 , 即 对 任意 单元 参数 M( 例 如 质量 ,内 能 等 ) 有 

M => VM, (5-3-64) 


| 式 中 M 是 新 单元 的 M SR M 是 第 : PSVESUECCEURE EAN M 参量 ,7 为 该 旧 单 元 
| KIER V, 为 它 与 新 单元 重 痢 的 体积 ， 
| 节点 质量 的 计算 和 求 初 始 网 格 节 点 质量 的 方法 相同 。 
节点 的 速度 先 根据 在 旧 网 格 中 的 位 置 榨 形 吗 数 内 插 求 出 ,这 样 可 以 基本 保持 再 分 前 的 速 
| 度 分 布 ; 然 后 按照 再 分 区 的 总 动量 守恒 的 原则 进行 第 一 次 调整 ,再 按 表 分 区 的 总 动能 守恒 原则 
进行 第 二 次 调整 ,最 后 确定 节点 速度 。 
ER. EET XE Xa 
按 前 面 所 述 方 法 编制 的 DEFEL 再 分 区 程序 的 工作 情况 令 人 满意 。 图 5-3-8 到 图 5-3-12 
为 锅 弹 丸 侵 彻 钢 靶 不 同时 刻 的 网 格 变形 图 . 图 5-3-8 为 初始 网 格 , 图 上 标 有 尺寸 出 例 和 弹丸 初 
xk. 图 5-3-9 为 侵 彻 约 3us 时 的 网 格 , 可 以 清楚 地 看 出 ,由 于 使 用 了 再 分 区 , 孔 底 附近 大 变形 区 
的 网 格 相当 规则 . 图 5-3-10 为 侵 彻 到 约 6. 16hns 时 网 格 , 图 中 室外 部 分 是 程序 自动 确定 的 再 分 
区 范围 .图 5-3-11 和 图 5-3-12 分 别 次 再 分 区 范围 内 的 旧 网 烙 和 再 分 形成 的 新 网 格 , 可 以 清楚 
地 厦 出 ,再 分 形成 的 新 风格 远 比 原来 的 网 格 规则 ， 
参考 文献 [13] 还 把 用 再 分 区 计算 的 结果 ,网 用 盆 蚀 法 (Ercsion) 计 算 的 结果 进行 了 对 比 ， 
证 明了 用 再 分 区 计算 的 结果 比 后 者 好 的 多 ， 


5.3.10 AKTIEF RZL 


F * P * Stecher MG * R * Johnson YE EPIC—2 程序 中 使 用 了 侵蚀 法 中 ,该 法 是 将 交界 面 
上 的 大 政变 单元 去 掉 , 其 质量 或 者 附 在 郎 近 单元 的 节点 上 去 或 者 不 加 处 理 , 任 其 自由 运动 。 

DEFEL 程序 在 用 优 蚀 法 计算 深 优 彻 问题 时 ,把 射流 (或 弹丸 ?和 靶 板 的 侵蚀 掉 的 质量 和 
动量 都 附 到 和 孔 壁 的 邻近 节点 上 。 

用 侵蚀 法 计算 射流 深 盆 彻 时 ,取得 一 定 的 成 功 , 计算 的 穿 深 一 时 间 曲 线 与 实际 比较 一 致 ， 
图 5-3-13 是 DEFEL 程序 采用 慢 蚀 法 计算 的 射流 深 侵 彻 孔 形 , 看 上 去 是 不 错 的 。 

侵蚀 法 要 去 了 路 交界 面 上 的 大 畏 变 单元 ,这 些 单元 往往 处 于 孔 底 附近 的 高 压 ,. 高 应 变 率 区 


— 226 一 


中 国 国防 科技 网 


“afi 


15 


1o 


Zimm 
— 


-]10 


tacle ] Time-üyus 


铜 射流 


5. 4] mm FATE: 


A 
ps OA OD 
m r, Pen a E ah E a E a E a - am - 
eS Ve 3,424920: 76070 9:4 0730 74749 240-4174 P4 79 


UO NE Le 


tk 


DX 

"we 

PA 

PPS 

irs 

M 

此 

AL 


AM 


VEA EXUETCET 4 E49 A 10957460 4 047 TOP EDU DER ES 
FEAT ES 96062070 OAOA AAAA 
WP 
FE 2020502020207 0:07:94 OE EF 207 ea TAa 
VEO ESO T4 47864 E2:797:057 0:60 70734 TEETIQ A ES 
EAE A EE EDEN EAECEE TE EO TOES EATUR ee 
Pad es a FEA SUED a Pe ep pe Ve ra ER 
LAE Pt AE PAO AAA AEEA NA KAA A FAAA KEA 
aKa kait KN EOS A PE EA Pd AAAA 
EAE TE KA EE A AAAA KA 


http://www.81tech.com 


Z mui 


图 5-3-8 初始 有 限 元 网 格 
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图 5-3-11 


再 分 前 再 分 区 域 的 畸变 网 格 
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R S SC BJ TÉ. LAS PUR ZUGE I ERE I T TL RUE Hof B] RC E A H ih E RE f 
在 大 畸变 后 又 被 侵蚀 ,这 样 就 把 一 个 连续 的 侵 彻 过 程 变 成 了 间断 地 撞击 ,这 在 物理 概念 上 与 真 


实 过 程 差 别 很 大 。 


DEFEL 程序 在 用 再 分 区 方法 计算 深 侵 彻 时 ,也 采用 了 侵蚀 法 来 复 蚀 掉 射 流 翻 转 后 烙 到 
筷 足 上 的 贡 层 .众所周知 ,该 薄 层 压力 很 低 ,速度 也 很 低 ;去 除 以 后 不 会 对 计算 结果 产生 明显 影 


响 。 在 孔 底 附近 的 商 压 区 , 则 采用 再 分 的 方法 来 消除 大 畸变 而 不 甩 用 侵蚀 法 。 
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LES 
图 5-3-13 由 侵 虱 法 计算 的 射流 深 侵 彻 孔 形 


$5.4. DEFEL 程序 的 应 用 情况 


DEFEL 程序 是 在 EPIC 一 2 的 基础 上 发 展 而 成 的 , 它 已 被 用 来 成 功 地 计算 了 商 速 擅 击 及 
炸药 一 金属 相互 作用 方面 的 一 系列 终点 弹道 问题 .由 于 它 有 比较 完善 的 滑 移 面 和 再 分 区 程序 ， 
它 可 以 用 来 计算 像 射 流 深 埋 彻 及 射流 形成 这 类 大 了 畏 变 问题 ,其 他 拉 儿 程序 则 很 难 作 到 这 一 点 。 
DEFEL 已 被 用 来 计算 了 下 列 几 方面 的 问题 

l. 弹丸 低速 撞击 薄 夺 板 

撞击 速度 为 270m/s .其 他 参数 见 图 5-4-1, 图 5-4-2 为 从 擅 击 开始 1000s 后 的 变形 图 . 该 
计算 的 目的 确定 不 同时 刻 弹 内 的 应 力 分 布 。 
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(b MEE3SU us mE 
图 5-4-3 E BERE Re EE 
2. E BGROUE LGERE 
图 5-4-3 EX H RALE RAENT, KARTEN. EP GO 为 初始 网 格 ， 
(b) 为 引爆 后 30us 时 的 变形 图 。 图 中 还 把 计算 的 弹丸 形状 同 脉 串 X 光 照片 进行 对 比 , 可 以 看 
出 形状 比较 一 致 ， 


本 结果 是 在 研究 再 分 区 程序 之 前 计算 的 ， 如 是 在 之 后 并 用 上 再 分 区 程序 ， 相 信 结 果 会 更 
— 230 一 


中 国 国 防 科 技 网 http:/ /www.81tech.com 


好 些 。 
3. 采用 再 分 区 法 对 射流 深 侵 彻 过 程 的 计算 
图 5-4-4, 图 5-4-5 及 图 5-4-6 是 使 用 再 分 区 程序 对 射流 侵 彻 过 程 的 计算 结果 , 图 5-4-4 是 
初始 网 格 ， 图 5-4-5 和 图 5-4-6 是 放大 了 的 侵 彻 过 程 图 。 从 图 5-4-5 可 以 清楚 地 看 出 由 于 进行 
了 再 分 区 ， 和 孔 底 附近 单元 形状 很 规则 ， 孔 壁 也 是 这 样 ， 还 可 以 看 出 孔 底 星 规则 的 弧 形 ， 与 实 
验 结果 相符 。 计 算 的 侵 彻 速度 同 按 不 可 压缩 流体 处 理 的 理论 结果 十 分 一 致 ， 而 在 计算 使 用 的 
钢 射 流速 度 范围 内 头 部 速度 为 skm/s， 尾 部 速度 为 7. 875km/s， 中 间 线 性 分 布 》 不 可 压缩 
流体 假设 下 的 理论 结果 同 实验 结果 符合 得 很 好 ， 
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4. 层 裂 的 计算 
参考 文献 L12] 中 介绍 了 用 DEFEL 程序 对 一 个 薄 圆 钢板 以 3km/s 的 速度 撞击 另 一 钢板 


时 ， 钢 板 背 面 产生 层 裂 的 计算 结果 《和 见 图 5-4-7)。 从 图 可 以 看 出 基本 趋势 与 实验 一 至 

评价 一 个 程序 的 优 劣 必须 把 该 程序 同 其 他 程序 进行 全 面 的 对 比 , 这 是 一 件 很 困难 的 王 作 ， 
这 里 仅 就 使 用 DEFEL 程序 的 体会 谈 点 看 法 ， 

(D DEFEL £jz BT. 同 欧 拉 程 序 相 比 , ARETHA RARA, g TERAH Z 
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图 5-4-5 fH 3. 27ps MENE 


BOB. ABBIA. 

(2) DEFEL 程序 采用 三 角形 网 格 , 在 计算 大 变形 问题 时 比较 稳定 。 这 是 因为 三 角形 单元 
的 一 个 节 号 在 电 近 对 过 时 ， 单 元 的 体积 会 显著 变 小 从 而 产生 很 大 的 抗力 ; 四 边 形 单元 则 没有 
这 一 特点 ， 所 以 容易 出 现 负 体积 单元 而 使 计算 无 法 进行 。 

采用 三 角形 单元 的 另 一 优点 是 初始 网 格 及 再 分 区 域 新 网 格 的 生成 灵活 、 容 易 自动 进行 。 

有 不 少 学 者 认为 三 角形 单元 翁 硬 ， 易 产生 病态 。 但 如 果 采 取 措 施 〈 例 如 再 分 ) 保持 网 格 
规则 ， 这 种 问题 可 以 在 很 大 程度 上 被 减弱 。 

(3) DEFEL 程序 的 请 移 面 及 月 分 区 于 程序 比较 成 功 ， 所 以 它 虽 为 拉 氏 程序 , 却 可 以 用 来 
计算 象 射流 侵 御 这 类 大 呈 变 问题 

《4) 程序 在 保持 场 内 能 量 守 恒 方 面 不 够 理想 ，HELP 程序 可 以 保证 总 能 变化 小 于 千 分 之 
一 ， 而 DEFEL 则 比 此 高 一 、 两 个 数量 级 ， 

(5) 网 格 中 单元 的 方位 特征 ， 即 网 格 的 初始 设置 ， 有 时 对 计算 结果 有 影响 。 
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图 5-4-6 茎 彻 到 10. 16ns 时 的 变形 图 
$5.5 DYNA 程序 


DYNA 程序 包括 DYNA2D 和 DYNA3D， 由 美国 Lawrence Livermore National Labora- 
tory f] H. O. Hallquist 主持 研究 开发 ， 从 70 年 代 面世 以 后 ,经 历 了 许多 版 本 ， 至 今 已 较为 
mM. 
该 程序 应 用 有 限 元 方法 计算 非 线性 结构 材料 的 大 变形 动力 响应 .DYNA2D 采用 四 节点 单 
元 进行 离散 化 ， 处 理 轴 对 称 和 平面 应 变 癌 题 . DYNASD 采用 四 、 六 、 八 节点 单元 进行 空间 高 
散 化 ， 用 于 三 维 计算 。DYNA 程序 使 用 单 点 高 斯 积分 ， 引 入 沙漏 粘性 控制 零 能 模 态 ， 并 应 用 
中 心 差分 法 进行 时 间 积 分 。 它 的 接触 -撞击 算法 (contactimpact algorithm) 可 以 处 理 材 料 变 界 
HHA. 它 所 提供 的 多 种 材料 模型 和 状态 方程 , 以 及 功能 齐全 的 输入 输出 处 理 模 上 块 ， 
使 得 该 程序 在 爆炸 -冲击 问题 数值 计算 方面 ， 具有 相当 的 实用 价值 。 


5.5.1 控制 方程 组 


一 、 誉 标 描述 
引入 拉 格 诅 日 描述 ，t 时 刻 物体 构 形 为 
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Time -B.01u5 C ycle - 207 


5-4-7 撞击 层 裂 的 计算 结果 


nS XX) 一 1,2,.3 下 同 ) (5-5-1) 
Ap r 是 质点 在 辐 定 直角 坐标 系 中 的 坐标 ,XX; 为 质点 的 物质 坐标 。 取 :二 0 时 刻 物 体 的 构 形 为 
参考 构 形 ， 有 初始 条 件 

zr CX,,0) =X; (5-5-2) 

z OR, 0) —wOL (5-5-3) 
AB v sg XY Dhu X, 的 初始 速度 。 

二 、 动量 方程 

2,.; + pf, — px, 
AP oy. o. fx 分 别 为 柯 西 应 力 . 当 前 密度 .单位 
质量 体积 力 , 质 点 加 速度 。 
”如 图 5-5-1 BR «35 32 EP 8 273439 5. 上 
满足 


Gun, = t, CO (5-5-5) 
AK En; 为 9 BARER 6 为 外 面 力 。 
动量 方程 在 位 移 约 束 边 界 S, 上 满足 
| rX pt) = DG) {5-5-6) 
这 里 D, 是 位 移 约 束 。 
动量 方程 在 间断 接触 交界 面 5S; 上 满足 — 


一 34 一 
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(aj -- 0, n=O (5-5-7) 
三 、 上 质量 守恒 方程 
oV = p, (5-5-8) 
其 中 po 为 初始 密度 ,VV 二 || 为 相对 体积 ;而 
dr; 
EE 
为 变形 梯度 。 
g, EFE 
ÈE=V8 e — +Y (5-5-9) 
Sy =0 + (p + göy (5-5-10) 
P—-— 39 Pig (5-5-11) 
Ap V AEUSHUE BE, AMEER, REBCBURETE S ARA P EEN M 0; Kro- 
necker 记号 ， 
E., ŽAB 
守恒 方程 的 弱 解 形式 为 


| 一 or 一 af)andg 十 | om 一 Pinds 十 | (ot — es)ndzds = 0 


(5-5-12) 
AFV 为 现时 构 形 ,sr ÉS: LAWEWE RI £5BBEONGEXE 
| (8r) AV = | cmdzds + | (e$ — or)ndrdS 


A 
(I ÒX) ,; — f, ÒX; = dx, 
得 到 虚 功 方程 
SN = | exórdV + | ordV — | efórdV — | sxdS =0 (5-5-13) 
Y y Lu J; 
AX. A NEEME 
在 参考 坐标 系 中 ,通常 用 Green 应 变 五 /来 度量 ;在 现时 坐标 系 中 , 则 一 般 用 Signouni 应 
2 e HERE. 
RE; 利 er 可 由 变形 梯度 计算 得 到 
E, -4 a x ex à, (5-5-14. 1) 
ei -i| à, — zt 2 (5-5-14. 2) 
考虑 到 
dz, =] à, + x) aX. (5-5-15. 1) 
aX; =| 8y — 25 da, (5-5-15. 2) 


= d a 
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容易 得 到 
—l[24 , 94 , 24 34 
E, 一- | T RE 4 x (5-5-16. 1) 
LAl[9394 | 36 9 3 
^s m | aX Cx X x (5-5-16. 2) 
小 变形 时 ,忽略 二 和 阶 小 量 , 并 认为 xo X, 
mo n l| 34 , 34 
E, m (aX, 4- sx | (5-5-17) 


与 庶 变 量 相对 应 , 应力 通 党 有 两 种 描述 形式 ,在 参考 系 中 ,采用 第 二 类 Piola-Kischoff 应 
力 张 量 7 来 度量 ;而 在 现时 构 形 中 采用 Cauchy 应 力 张 量 o, o ERE 


这 两 种 应 力度 量 之 间 的 关系 为 
a, E AX. aT (5-5-18. 1) 
fu HS M aei. (5-5-18. 2) 
七 、 材 料 模 型 


C 各 向 同性 弹性 材料 考虑 到 结构 有 大 变形 和 大 转动 ,采用 Jaumann 应 力 率 


F 一 一 8, HEN aM, s e ul, 


式 中 
METTUS 
(4, 3E- dv, 


是 旋转 张 量 。 由 于 是 各 向 同性 材料 , 故 本 构 方程 为 


ud. Crti grtt 
Fi 2 一 ki” ki : 


[Adba T 1,6, 十 846,0 e? 


因此 有 
[mE ] 2 | ; zl : Ts 
seti = |À 十 3^ Ej 20, 二 Zel &, — 549. (5-5-19) 
: 加 2 ; 1 
1 K=At po Gm pea 8,6, y 640, 则 有 
ed = Kap te, + 266, (5-5-20) 
(20 正 交 蜡 性 弹性 ” 设 应 力 与 应 变 关系 为 
S — CE (5-5-21) 
RBS AMAER E AMEER. M 
C = T'CT (5-5-22) 


式 中 了 是 坐标 变换 矩阵 ,: 是 接 正 奖 材 料 主轴 的 材料 常数 定义 的 本 和 构 短 阵 


— 236 一 
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E, E, 

NL A 

È, E, 

Ci = 

— Fm Ye 
E, E; 

Q ü 

其 中 

Via DC NO RN: 
E B E, E 


(3) 随 动 硬化 .各 向 同性 硬化 及 其 组 合 硬化 弹 逆 
性 这 种 弹 塑性 材料 单 向 拉 伸 试验 的 应 力 应 变 关 系 如 
图 5-5-2 所 示 , 输 入 数据 为 ;弹性 模 量 二 , 泊 松 上 比 +, 初 始 
ARER "切线 模 量 Er 8 (5223. OSIS, A 


—0 时 为 随 动 硬化 ,8 二 1 B] D SR] E LORS 为 混 
合 硬 化 。 


依照 连续 介质 力学 的 极 分 解 定理 ,变形 梯度 张 草 ， 


dx ax, 
F — RU 


XB R=FU HEXER EEU — 《FTF 站 为 对 称 正 
zE SERE ROAD libi ok t 


X H Green-Naghdi Ry 7j 5& 
2000 
G--G--«g—oo-— RoR* 


AP 一 RR 为 旋转 率 张 量 ,a 为 柯 西 应 力 。 
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(5-5-23) 


HB m UR 


NT 


H]5-5-2 弹 逆 性 材料 单 向 拉 伸 试验 的 


应 力 应 变 关 系 


各 同 同 性 矿 化 材料 塑性 如 载 时 届 最 面 中 心 冉 定 不 变 而 轩 服 夯 半 径 增 大 , 随 动 硬化 材料 塑 


性 加 载 时 时 服 而 半径 不 变 而 导 最 而 中 心 沿 塑性 应 变 方 向 平 秘 . 击 对 于 大 多 数 实 际 材料 ;屈服 的 
硬化 规律 介 于 各 向 同性 硬化 和 随 动 硬化 之 间 , 称 为 混合 硬化 。 


(4) 热 弹 塑性 材料 
弹性 
V » 
Di; = C iur CE zo eL) 十 9 di (5-5-24) 
APT 为 温度 
dC 
8, E p, C iimm mi 


E — aT à, 


mR ds 
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]—"v 
]—" Q 
l]— er 
] 一 2y 
Cia = 29 | 
] — 2v 
0 2 
1 一 Z 
2 
EH YE, ol HR i eR SER 
2 
$ -2545, E el (5-5-25. 1) 
a, CD) =ø, D) + ECT Vetre (5-5-25. 2) 


SA Eb — T, Entan En Er) 选民 求 得 数值 解 。 
(5) 土壤 和 可 压 遍 汇 沫 BURN f h JP 和 常数 andiaz 给 出 
$—J,— lag t aP + a; P?) (5-5-26) 
XbJ-ls, REE ED ,其 它 步骤 与 材料 (3 相同 。 
《6) Y TELLE 输 人 参数 :体积 模 量 五, 短 时 间 的 前 切 模 量 Go .长 时 间 的 前 切 模 量 Co M 


EMRA B. 
S, =2| ke — 0 DuC ae (5-5-27. 1) 
Ü 
$0) =G H (G, — Coye" (5-5-27. 2) 
CÓ 柳 胶 材料 WASS: HURE C HAE "一 0. 463 G8) 
S, =G0V C; — V^128,) (5-5-28. 1) 
_ 2 dr 
C, = 2. da, (5-5-28, 2) 
(8 高 能 炸药 燃烧 ”输入 参数 ; 爆 速 D.C 一 J 压力 Pc_j 与 燃烧 系数 
F = 一 maxtCF., ES) (5-5-29) 
其 中 
20 — 12D 
F, -4 3V, A ex n 
0 iS, 
du 
P= 1-59. 


tO DE GEHE EMATE LIAR. E FI 1. NE F=, 

(9) SHA aD SEICBDISOEEESETENE E71. EE WERE. JesbRTSEA — TIGE 
压力 ,并 可 与 状态 方程 联 用 。 

(10) 弹 塑 性 流体 动力 材料 MRAR A 


$= 地 S55 一 Le «0 (5-5-30) 


一 238 一 
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其 中 
Jg. = d, 十 HG 十 (d 十 a,p)max(o, p) 
BB 4 o8 3 
HICOOL ES 
EE 
E= FE 


j l 
em [| dan] a 


(11) 与 温度 相关 的 弹 塑 性 流体 动力 材料 此 材料 的 剪 切 模 量 C. 届 服 强度 a, EJ 
增长 而 增长 ,但 随 温度 的 升 高 而 减少 。 在 材料 熔化 前 ,定义 剪 切 模 量 为 


G= Gi 十 bpus 一 ^| EC 一 300| Ix (5-5-31) 
其 中 Go、5.h、 了 均 为 输入 参数 
E, = NEZ " PR epar (5-5-32) 
(d= "一 a 一 二] 
为 冷 压 缩 能 量 , 而 
E, —E GO + 3R'TQOG) 
T (x) = Pe 
"-—- 
X =]— u 
R! =Rp/A 
APT p= e 时 的 熔化 温度 ,A 为 原子 量 ,R ARER S EARRA: 4 En >E 时 
f, = 11 十 P pv — a| — 一 300] Jeu (5-5-33) 
: di 一 oo[1 + BOY, + eT 


其 中 7 SEHE HERE PUR 2。 为 输入 参数 。 当 5>0 时 ,oo 一 ou。 
在 材料 熔化 后 ,o, 和 G RAF. 
A 状态 方程 模型 
(D 线性 多 项 式 
P =C, Ca t Cat tC 二 OC, d Cue t Coe)E (5-5-34) 
其 中 up CCC, AABK. 
(2) JWL 高 能 炸药 ROD BORCE FE T- RIGEN REAEZS TOO ERY 


e Rr 8s -arv 2E ES 
P= A( Ry Y 4B Ry AV 十 V (5-5-35) 
其 中 AB, Ri Ri. 为 输入 参数 ， 
(3) Sack Tuesday 高 能 炸药 
A. _ B B 
P= Ae A 一 y? RE yE (5-5-36) 


= Sues 
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其 中 A,A An BnB: 为 输 人 人 参数， 
(4) Grüneisen 方程 ”定义 压缩 材料 的 压力 为 


eC ubl 十 《1 一 7A = 25] 
P= F P. + (7, + aE (5-5-37.1) 
-= — UE aom zT [e 
定义 膨胀 材料 的 压力 为 


P = aC p ,+ aE (5-5-37. 2) 
其 中 C 为 wu, WRR 5. 5:5; 是 sonus 曲线 斜率 的 系数 ,7, 是 Grüneisen gamma a 是 
Xj Y. 的 一 阶 体积 修正 。 以 上 均 为 输入 参数 . 
(50 多 项 式 比值 


Fi+ FE+ FE FE: 


5 F. — F,E 4- F,E* 


(1 十 ap) (5-5-38) 


Xr Fm 20A ua PAL i< BR SI 4S3 时 取 # 一 3， 在 膨 腾 区 FR 
F'-F, Bg 
RE. Anal 为 输入 参数 。 
(6) 带 能 量 吸收 的 线性 多 项 式 ” 输 人 参数 同 (1) ,增加 了 一 个 能 量 吸 收 率 的 一 个 时 间 历 程 


曲线 ， 
(7) 高 能 炸药 的 起 爆 和 反应 过 程 利用 JWL 状态 方程 ,未 反应 炸药 压力 为 
P, = A — gaerha + B, — goera + E (5-5-39) 
同样 ,反应 产物 压力 为 
qi c x 000 Re wE 
P, AQQ0 — Rw | Rv; * E T (5-5-40) 
未 反应 的 炸药 与 反应 产物 的 混合 物 用 反应 百分比 来 定 头 .假定 压力 和 温度 均 钼 于 平衡 态 , 且 伍 
积 可 加 
V = (1— FV.+ FV, 
反应 百分比 为 
PE Fee 0 se I oc o1]4 414 p b oq 
a ind V, | LP Vp 
(5-5-41) 
其 中 LGH xy. 和 m 为 输 人 参数 ,通常 m=}, 
(8) 列表 式 密 集 数据 法 
P = Cled + vyTle NE (5-5-42) 


此 模型 是 内 能 线性 的 。s. 由 相对 体积 的 目 然 对 数 给 出 , 印 载 时 按 芭 载体 积 模 量 至 截止 压力 。 
(9) 列表 法 ”此 法 与 (8) 的 唯一 差别 在 于 加 载 和 印 载 按 同 一 曲线 进行 。 


5.5.2. 空间 离散 化 


DYNA2D 采用 四 节点 四 壹 形 平面 应 变 单 元 和 轴 对 称 单元 ,DYNA3D 采用 A 八 节点 六 面体 
一 240 一 
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CT 1*1 RT 


Lego hhh 


rigi 


ELRES- l 


exi, x5, xi (XI. xi. ui 
DEM uc. 1，- ]- Amn rhs 1 


图 5-5-3 CH GUN Us — HER oU EUR 


三 维 单元 ， 以 DYNA3D 为 例 , 如 图 3-5-3 所 示 , 单 元 肉 任 一 点 的 固定 坐标 可 表示 为 
站 
ZK) = nOGG an DD = EF) (5-5-43) 
其 中 形 函 数 


c ia FEED uo + C00 


E AR AER £0 E 在 节点 处 取 值 为 
pie) (ls Td 
ri 表示 第 二 个 节点 在 i 方向 的 坐标 。 
设 整 个 构 形 离散 化 为 六 个 单元 ,由 45-5-13) 式 ,近似 地 
8|] = > êri 一 0 


m=] 


从 而 有 
2, 


| ez, $”dV 二 | etézdV 一 | , Pf 97dV 一 | ngrds | 一 (5-5-44) 
m=] ix j ii : 


式 中 qr = OPI PLUIE HP 与 成 矩阵 形式 得 到 


t 


Sil oNTNdVa +| B'adV -| pN'bdV -| Nitds | (5-5-45) 
LS e Ua d 


mI] 


其 中 ,插值 矩阵 
& 0 0 $, Q Q Q 
NGD = |O A 0 0 £$ c À O0 (5-5-46) 
0 0 &à 0 0 2 0 ,wa 
sm MT. es 
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应 力 天 量 


T 
g = (0, 47,4 90, 40. 0, 4 uL) 


B Jh 6X 24 Br ERE — BEER ER 


d 
ar Ü Ü 
d 
1l 0 dy 0 
$,» 
i d 
P.s ZEE - 
B 一 一 N 
$i.: 4 3 0 
Eu je m 
d g 
$a ü dz Jy 
d d 
z °? k 
a AAT AIER 
dr 
B : 
I5 = N ， 一 Na 
E * 
à, 
G2, 


js t. 
j j z i " 1 


http:/ /www.81 tech.com 


(5-5-47) 


(5-5-48) 


(5-5-49) 


KAGURKISIEm = |. oN NAV H ERGCR AERE RIAL E JEE DA= 108 


对 角 单元 质量 矩阵 ,其 对 角 元 京 为 


ma = | pc nde NL 


此 外 ,由 变换 关系 
A] fa a ol li 
Gd [x € xia 
3,| læ d» | 
dui i op G3p||gdy 
3j! jar | | 
dj Ld dX diim 

得 到 


一 “42 一 


PIS oum gp» 


(5-5-50) 
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W; 3$, | 
dr af 
d mos 2 (5-5-51) 
dy d 
3j 3j 
de 24 


5.5.3 高 斯 积分 与 沙漏 问题 
对 于 定义 在 体积 VY EK e 的 积分 ,可 采用 高 斯 积分 法 求 得 
[sav = [ [| alridtmit = DE Deall www (5-5-52) 

其 中 gum gC MoE W We W 为 权 因 子 。 

取 ”一 1, 即 为 所 谓 单 点 高 斯 积分 ， 此 时 

t, = W, wi = Ê, $,—5,—01—0 

得 到 
这 里 8|J(0,01,0) | 9 SE T- EGLI HET 


采用 单 点 高 斯 积分 ,可 以 大 大 节省 CPU 时 间 , 但 可 能 出 现 零 能 模 态 (Zero Energe Mode), 
J RUSO CHourglassing? HAI. 


zt LESETT, otal, zi) 


AC x1) 


gg Hin ys PETEAREN 


5-5-4 — PEUT E DU ZEE ROC CST 
以 四 节点 四 边 形 单元 为 例 , 如 图 5-5-4 Ero ATA AREE EORR A 


4 
TE Dt) ma PRAGA, (5-5-53) 
k=] 


APERA 


"ORT - HEEG H 3,0) 


= 0 HEEE IIH ERED, Q= 1284 


用 必 人 表示 第 大 个 节点 沿 工 轴 方 向 的 速度 分 量 , 则 有 


-— 243 — 


gu IG + EAT + AT + &gI7) (5-5-54) 


M. M. M. OM. 


其 中 
Z— (0,5117 
A= (— 1,101,101, — 7 
A= (—1,—1,1,1?* 
D-(1.,—1.—1» 
如 图 5-5-5 所 示 , 这 四 个 矢量 分 别 对 应 于 刚体 运动 . 拉 应 变 . 前 应变 和 弯曲 四 种 变形 模式 。 


E 1 4 B 1 4 i 3 
|] F | 7 4 / 
| | | ! 
i^ | | ^d 4 “y (^j 
jJ 上 =l £i 
1 2 l 2 | 2 | 


图 5-5-5 Jut AE S Bn) p EE 
在 计算 矩阵 也 及 应 变 迷 率 时 ,需要 计算 形 函 数 在 形 心心 二 7 一 0) 处 的 导数 | 强 | 


t4 
EX 
3f, a, 
ar a 
{= [417 
dhe Jr 
2 37 
在 单元 形 心 钼 ,有 
d 
d 
2 Lec 一 ; J LA, 4 Án ~ Leno pe LA. 


RKP iA Aan PRIA RE ZALLALD 的 分 量 ， 
由 此 可 见 , 采 用 单 点 高 斯 积分 ,人 5 六 项 不 能 发 挥 作用 ,相应 的 变形 能 被 "丢失 ”了 ,其 结果 
是 产生 数值 振荡 ,使 计算 不 能 正常 进行 下 去 。 为 此 DYNA 程序 引入 沙漏 粘性 阻力 ,达到 控制 


"IP 的 目的 ， 
L4 —1,2:,3,4, 821,2: BRIT IN EA 
i — i I = ELLO 1 ws | 
l l= 1 
Pa 一 
1 一 1】 一 1 1 rui 1 } —1 
L =l L œl S= ] =] l jx 
则 沙漏 粘性 阻力 为 


一 244 一 
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fu =— 30: a  G=1,2,3) (5-5-55) 


其 中 Ak, = eT a A D R E a = Qu V? /4 V, EE cB. 为 材料 声速 ,Qu 一 
0. 05 一 0. 15 是 常 系数 ,ww 是 第 个 节点 在 i 方向 上 的 速度 。 


5.5.4 ”时间 积分 
方程 (5-5-45) 式 可 以 到 成 


Ma" = P —F-Hn (5-5-56) 
其 中 M AIARRA P 代表 和 外力 及 体积 力 载 荷 ,F" 为 应 力 获 度 矢 量 , 正 Erw. Æ% 
用 中 心 差分 法 求 时 间 积 分 
g^" —M (P^ — F" + H”) (5-5-57) 
yis sep i op. qnn (5-5-58) 
x*7| alt Jp oytti Agen (5-5-59) 
ATH? 一 (Ar Amt!3/2 (5-5-60) 
HP o x 分 别 代表 节点 速度 与 坐标 矢量 。 
5.5.5 应 力 计算 
应 力 计 算 按时 间 增 量 进 行 积分 
s, + di) = ott) + adt (5-5-61) 


TURAE IEACBURS PET MLJ JK E BA R, 则 有 
e = z, dildo 8 4, 


|o l1[85 , *w| 
£, 二 drm 3 


对 于 总和 ,利用 应 变 - neem) 9 vH 在 单元 中 心 取 值 。 应 力 的 具体 算式 可 写成 


gh 一 om 十 dis 27 Aet (5-5-62) 
Y 
arri anrtui a Mu DELE 
Ae CR E 


m= (an (mti? 十 ah (0 V) Ti 
5.5.6 冲击 波 与 人 工 体积 粘性 


掩 击 如 载 在 结构 内 部 产生 冲击 波 , 形 成 压力 .密度 ,质点 速度 和 能 量 的 由 耻 , 这 种 间断 条 件 
纵 连 续 介 质 力学 微分 方程 组 的 求解 带 来 困难 
DYNA 程序 采用 1955 4E Landshoff 改进 的 Von Neuman-Richtmyer ATA tE 
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gg. 


drj? dr 
CyeCAzY| z| — Cipáza 77 <0 
q= | (5-5-63) 


Ô — 0 
其 中 C, C, 是 无 量 纲 常数 ,a 是 局 部 声速 。 


将 一 维 粘性 推广 到 多 维 ， 一 般 都 用 应 变 率 张 量 的 迹 纪 代替 速度 的 散 度 全 ,用 二 维 单元 面 


积 的 平方 根 或 三 维 单元 体积 的 立方 根 代 替 特 征 长 度 Ar。 这 里 介绍 二 种 DYNA 程序 的 体积 烙 
性 。 
L. BERTE 


FIR 


pC — Cain) — 640 
q= (5-5-64) 


Q En -> 0 
式 中 一 vA (二 维 ) 或 :=YV E li Co=1,.5,C=0.06。 这 种 方法 在 单元 长 宽 比 过 
大 时 会 造成 异 带 9 值 。 
2. Wilkins 粘性 
i ds)? , ds ds 
cer | -Ca {<o 
g = (5-5-65) 
0 TI 


式 中 为 单元 在 加 速度 方向 的 厚度 ,ds/dt A fn xe BE 7j 81 89 i E Sa" D P/pCPz 0 时)。 
Wilkins 粘性 可 克服 缺 值 粘性 的 缺点 ,但 存储 量 及 计算 量 都 增加 很 多 。 


5.5.7 WHEN 


DYNAZD 可 以 处 理 四 种 类 型 的 滑 移 线 ， 

(D RSJ; 

(2) EID 

(30 有 空 肪 的 滑动 ; 

(4) 背 动 , 空 阶 和 摩擦 。 

这 四 种 类 型 的 滑 移 线 允 许 沿 交界 面 任意 分 区 ,后 两 种 类 型 还 允许 在 初始 构 形 中 存在 着 空 
辽 。 少 移 线 可 以 相交 ,当空 际 团 合 时 , 仍 满足 动量 守恒 ，。 

DYNA3D 文 持 二 种 沸 移 方式 :内 识 动 ,人迹 连 滑动 和 有 空隙 滑动 ,并且 对 交界 面 的 数目 ,类 
型 及 方向 不 加 限制 。 

DYNA 程序 的 碰撞 -接触 算法 主要 有 两 种 ; 山 节点 约束 法 ;加 对 称 罚 函数 法 。 

对 于 外 力 远大 于 届 服 极限 的 两 速 磁 搜 问 题 ,节点 约 东 法 所 得 绪 果 较为 理想 ,但 计算 量 偏 
大 。 该 方法 的 基本 思想 是 ;在 每 一 个 时 间 步 修正 构 形 之 前 ,检查 每 一 个 没有 与 主 表 面 接触 的 从 
节点 是 否 在 此 时 间 步 内 贯穿 主 表 面 , 戎 有 从 节点 贯穿 主 表 面 , 划 将 时 间 步 长 减 小 ,以 使 所 有 的 
从 节点 雹 不 贯 守 二 表面 , 旦 至 才刚 好 到 达 主 表面 ,在 下 一 个 时 间 步 开始 ,对 刚 到 达 主 表面 的 从 
书 点 施加 磁 搜 条 件 , 对 所 有 与 主 表 面 接触 的 从 节点 都 施加 约 东 条件, 以 保持 从 节点 与 主 表 面 接 
触 .此 外 ,检查 与 主 表 面 接触 的 从 节点 单元 是 理 存 在 爱 拉 交界 面 力 , 如 果 丰 在 , RULES A HE 
从 节点 脱离 主 表面 ， | 
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HERT RAEE I9 RR — SF P] 2E SE s DATE ea TEER, UA 3S UIDI TE AE 
EE. WD ERE SIXEPLACE eSI S doe Bro IRIS LAT SEXES 2I p RAN RE 
ER BE RE EC PATAR. MERER HTT SORT RT. DI SCELERI hRAGE 
AS HERBST. H FRERET LRT ERA, SUME ED SCIES TI] AAE, RET 


HIE. 
"Für fep E pe BH DAC RUN. BS 3S] RECHTE R.: 
(12 对 任 一 从 节点 找到 与 其 最 近 的 主 节点 CC 如 图 5-5-6), | NC| -minCEINL I| NCI, 
INR|), 
从 节点 NN 
£É*AC 
HEL 主 节 点 只 
图 5-5-6 对称 凡 阔 数 法 的 主 , 从 节点 图 5-5-7 对 称 讨 函数 法 中 心 点 的 确定 


(20 确定 从 节点 N 可 能 接触 的 主 段 ,车 EN - LR»0, 0 N 在 C 的 右边 , 即 可 能 与 主 段 CR 


Hu CN .Rs 和 0, 则 N 在 C 的 左边 , 即 可 能 与 主 段 LC 接触 。 
(3) 确定 从 节点 NN SEB NN: 可 能 接触 的 C 点 位 置 ( 见 图 5-5-7) 


用 C AER NN 上 的 比例 系数 A= SEH ASIA 来 表示 BEC 点 为 N 在 


NN; 上 的 投影 点 , 则 
A= N C » A cosg 十 Asing 
"MN, N.N, 
其 中 


A, —Yw ^ Yri 
A, mE 一 Ew 

(4) 确定 从 节点 入 是 否 要 贯穿 主 段 NiNa。 d EFI CN —- — A sint Azcost, HCN 7-0 , W 
从 节点 N SEB NN 不 接触 ; 若 CN 志 0, 则 从 节点 入 SER NN 接触 贯穿 。 

(5) 若 从 节点 N 贯穿 主 自 NN;, 则 计算 主 节 点 受 的 接触 力 , 并 组 集 到 运动 方程 的 右 端 项 。 

(6) EMBAR E TYPE A. MERR IEEE DR N 和 主 节点 NN, 上 的 
I wi 

CD 将 上 上述 从 节点 . 主 节 点 爱 的 接触 力 组 集 到 运动 方程 的 右 端 项 。 

(8) ETARE LEPRO) ~O). 

对 称 科 了 冰 数 与 节点 约束 相 北 ,程序 编制 简单 ,很 少 激 起 网 格 沙 漏 效 应 ,这 是 由 于 这 种 算法 
具有 对 称 性 .动量 守恒 准确 .不 需要 磁 撞 和 释放 条 件 , 遇 到 相交 滑动 线 无 需 特殊 处 理 .对 称 罚 函 
数 的 大 小 受到 稳定 性 考虑 的 限制 , 若 交界 面 压 力 过 大 ,可 能 发 生 不 可 接受 的 穿 透 , 需 刘 加 大 罚 
函数 或 减 小 时 间 步 长 。 
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XT T BEER TEER MAS KAA PAL :— Js UK PCT CERE BT BE P3] Ec Ht E RC A TS 
RO VUA FEET CPP ERE s — H6 225 AU BR LH. ATE es UTE p TRE TREE REPAS s er A EER TE 1 BTE 
与 加 速度 均 置 零 。 


5.5.8 网 格 量 分 


DYNAZD 具有 网 格 重 分 功能 . 当 网 格 严 重 扭曲 时 ,需要 进行 网 格 重新 划分 ,以 保证 网 格 能 
BARH. DYNA2D 通过 人 机 对 话 方 式 , 所 有 的 单元 和 节 扣 变 量 都 可 以 变换 到 新 的 网 格 系 
St Lb. 在 重 分 区 前 后 ,计算 并 打印 内 能 ,动能 /= 两 个 方向 上 的 动量 等 参数 ,程序 使 用 者 可 以 
异 此 判断 重 分 区 是 否 侣 适 。DYNA2D 的 网 格 重 分 ,可 以 删除 单元 ,但 不 能 增加 单元 。 

DYNA3D 目前 尚 不 其 有 网 格 醒 分 功能 ， 


TIME= 10 TIME - 20 


TIME:- 地 TIME- a 


TIME = 30 


E m 
mE 


FIME- 70 
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5.5.9 MAERA 


DYNA2D 可 以 使 用 以 下 几 种 载荷 函数 

(1) 几何 相关 的 压力 载 集 ; 

(2) 几何 相关 的 前 切 力 载荷 ; 

(3) 由 旋转 产生 的 体积 力 载荷 ; 

《4) 由 基础 加 速度 产生 的 体积 力 载 答 } 

(D Lut LUE 

(60 Biz] 71: 

C) 节点 速 庶 - 时 间 历 程 。 历 程 数目 不 限 , 并 可 被 其 它 载荷 图 数 调用 。 
DYNA3D 的 初 过 条 件 与 DYNA2D 相 类 似 。 


5.5.10 时 间 步 长 控制 
根据 稳定 性 条 件 ,DYNA 程序 取 单 元 的 极限 时 间 步 长 为 


A, = 0. 9V,/ (EQ + CQ! + CI Ara} (5-5-66) 
其 中 Q-—Q.cT QV, | Esa | b us SV. 是 单元 体积 ,4emx 为 单元 最 大 边 面 积 ， 得 到 时 间 步 长 为 
Amt min | At, M, PASSE uu (5-5-67) 


为 单元 总 数 。 


21.47zmm (D'Y NA2D ; 
21.4 7mm ( NE KEZD) 
21,47 mmcD Y NA aD» 


7.127m m (D'Y NA 2D» 
7. ü6Rm m ( NTK E 2D ; 


7. 034m m (BY NA3D ) 


图 5-5-9  RIT—EREPPIPE = 80s 时 的 构 形 
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5.5.11 算 例 


(OD HEE 3 Imm, K 32. 41mm. # mj [n] PESR 9B PEEL, E= 117GPa, v=0.35, E, = 
0. 100GPa , 2,—8930kg /m?,e,—0. 40GPa, Pi v,—227m/s MER 3 HE ud. HI DYNASD 
进行 计算 ,各 时 刻 构 形 如 图 5-5-8 所 示 , 为 了 比较 ,分 别 用 DYNA2D.NIKE2D 和 DYNA3D jit 
行 计算 ,t= 二 89ps 时 的 构 形 如 图 5-5-9 所 示 ， 

(2) 圆 简 与 钢轨 之 间 的 高 速 磁 撞 ,wv 二 1676cm/s, 辐 简 两 端 焊 接 两 个 62. 3Mdyne 的 圆 环 ， 
作为 刚性 希 量 考虑 ,图 简 中 心 与 3. 8cm AAMAR. 由 于 对 称 的 结构 和 载荷 ,网 格 制 分 取 结 构 
的 1/4, AAEE A 30. 5em, $h A 22. 9em, BE Bc O. 635cm, FR] DYNA3D 程序 计算 变形 网 
格 图 如 图 5-5-10 所 示 。 


L 

TL 

tr 
1 


m amr ta 


= xr c) d 


t- mes 


Li * 
ARAM A 
ETT i " 


1144141 
SERRA 


vui mi MB 
HL DEL 


r- ni" - 
T- 二 Pa ! S5. dina 


| 图 5-5-10 厚 整 图 简 与 钢轨 的 商 速 碰撞 
(3) 为 使 航空 炸弹 与 硬 质 地 面 碰撞 不 被 立即 破坏 ,在 弹头 上 预制 有 缓冲 槛 . 壬 5-5-11 是 用 
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DYNA3D 对 这 一 问题 进行 的 斜 帮 拉 计算， 


LITE 
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li 


wi 
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rl 

li ir 
TETTE 
FT 
e 


了 = BOO qu s 


r = 6000pu 38 


a 
ni 
tea 
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T, 
pta 
oTe 
M 


?—[5000y45 


| 14200048 


Ko 3E 5; 881 ae T D 
(4) GUI CLESU:A:E5 ZEE 3zESp 2 925A E CEDE Sce EE MEE 


5-5-12 所 示 ,DYNA3D HAT BRETT IUE ATE. 


$ 2-9-11 
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NC IZ 
\ 
IN \ AM 
w 他 E 


h 
| RESO DON Dea] 
t = 1804s vss c NI 
jt AO 
VN 


A 
S E | Ld f= dus 
Au | 
" i j P 1 i ji 
x 1 VARRO | (vous “4 
BEE ¿t= 由 us 


图 5-5-12 HARFER 
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第 六 章 ”有 限 差分 万 法 的 一 些 进 展 


由 于 爆炸 现象 中 包含 着 太 量 丰富 的 流体 流动 现象 ,爆炸 力学 与 流体 力学 窗 不 可 分 ,因而 煤 
炸 力学 的 数值 计算 方法 的 发 展 也 在 很 大 程度 上 取决 于 计算 流体 力学 的 发 展 ， 计 算 流 体力 学 发 
展 十 分 迅速 ,一 方面 得 益 于 计算 机 科学 的 飞速 发 展 , 大 容量 ,高 速度 计算 机 的 出 更, 大 大 拓展 了 
可 以 模拟 的 流动 问题 的 范围 ; 另 一 方面 在 于 数值 计算 方法 的 改进 , 据 居 计 , 算 法 上 的 改进 对 于 
计算 流体 力学 的 贡献 至 少 与 由 于 计算 机 的 发 展 而 带 来 的 益处 相当 ,这 种 硬件 与 软件 的 发 展 ,使 
得 计算 流体 力学 的 内 容 大 为 丰富 。 对 爆炸 现象 的 数值 模拟 也 是 如 此 。 
计算 流体 力学 的 近期 发 展 可 以 简单 地 归结 为 它 对 所 面临 的 以 下 几 个 主要 问题 的 进一步 赋 
d. | 

CO 间断 的 处 理 , 包 括 激 波 .接触 间断 .物质 界面 . 目 由 界面 等 的 处 理 。 

(2) 边界 条 件 的 处 理 ,尤其 是 曲线 边界 的 狂 理 , 即 对 复 节 几何 形状 的 处 理 ， 

CE 数值 计算 的 精度 和 效率 。 

(4) N-S 方程 的 求解 及 应 流 模 型 的 建立 。 

以 上 由 个 问题 不 是 各 自 独 立 而 是 有 机 地 耦合 在 一 起 的 ,尤其 数值 计算 效率 与 精度 问题 与 
对 其 它 三 个 问题 的 处 理 方法 紧密 相连 ,可 以 说 是 数值 模拟 的 永恒 的 主题 ,在 爆炸 力学 的 数值 模 
拟 中 ,粘性 流动 较 少 考虑 ,采用 N-S 方程 和 沛 流 模 型 在 自前 还 不 现实 ,因此 主要 考 蔚 前 三 个 间 
题 ,爆炸 现象 的 发 生 多 是 高 速 的 , 且 经 常 是 多 介质 的 ,并 常 伴随 相 变 现象 , 流 场 中 不 可 避免 地 出 
现 激 波 ,物质 界面 和 相 变 区 ,因此 对 于 强 间断 的 处 理 一 直 是 爆炸 力学 计算 方法 中 关注 的 焦点。 
强 间断 处 理 方 法 的 好 坏 , 极 大 地 影响 着 数值 计算 的 效率 和 数值 解 的 精 麻 , 对 于 复 允 边界 的 处 理 
同样 是 能 蔡 得 到 高 精度 数值 解 和 提高 计算 效率 的 重要 因素 。 本 章 将 就 有 限 差 分 方法 中 对 该 二 
问题 的 一 些 处 理 作 简单 介绍 ,重点 放 在 最 佳 单调 算法 和 网 格 生成 技术 上 。 


$6.1 5| # 


在 激 波 的 处 理 方 法 中 ,根据 对 微分 方程 组 的 两 种 不 同 理解 可 以 用 两 种 不 同 的 方法 来 处 理 。 
第 一 种 方法 是 基于 : 即便 出 现 有 限 间断 ,积分 形式 的 守恒 方程 仍然 成 立 ,但 由 于 采用 偏 微分 形 
式 的 方程 组 时 ,在 其 成 立 的 范围 内 将 不 允许 间断 发 生 ; 所 以 从 经 典 的 意义 上 说 , 它 只 能 描述 连 
续 流 动 而 不 能 描述 间断 .于 是 应 采用 积分 形式 的 方程 组 导出 间断 关系 式 ,间断 被 当成 真正 的 不 
连续 区 , 成 为 流动 边界 的 一 部 分 ,这 种 方法 就 是 数值 计算 中 的 激 波 装配 法 。 另 一 种 方法 是 基于 
分 布 函 数理 论 ,Laxc 证 明了 守恒 型 差分 格式 的 解 ,如 果 几 乎 处 处 收 伍 , 则 极 跟 函数 是 弱 解 。 弱 
解 允 许 有 限 间断 的 存在 。 基 于 弱 解 理论 ,间断 可 以 不 再 被 当成 边界 ,整个 流动 区 域 可 以 当成 一 
个 整体 来 求解 ,数值 计算 中 的 激 波 捕捉 法 即 以 此 为 基础 3。 在 数值 计算 中 引入 数值 粘性 (入 工 
粘性 或 格式 粘性 ) ,以 使 数值 解 在 间断 处 光 渭 过 渡 。 

激 波 捕 提 法 的 应 用 要 比 激 波 装 配 法 更 为 普遍 ,因为 它 一 方 而 不 必 和 象 装 配 法 那样 预 估 和 女 
踪 激 波 , 这 对 多 维 情 形 和 具有 复杂 波 系 的 流 场 是 难于 实现 的 . 另 一 方面 ,在 激 波 捕 提 法 中 ,由 于 
采用 统一 的 营 分 格式 ,可 以 对 所 采用 的 格式 进行 局 部 线性 分 析 , 估算 方法 的 精度 ,掌握 其 稳定 
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性 和 收入 性 条 件 , 而 对 后 者 , 非 激流 区 的 离散 格式 与 激 波 区 的 代数 关系 式 之 间 的 选 代 一 般 很 难 
进行 分 析 研 究 。 

采用 激 波 捕捉 法 捕获 激 波 ,一 般 是 利用 格式 中 的 数 秆 粘性 或 显 式 地 引入 入 工 粘性 ,这 时 存 
在 着 捕获 激流 的 质量 问题 , 印 其 位 置 误差 ,形状 误 善 .强度 误差 及 其 对 流 场 中 其 余部 分 的 影响 
等 问题 ,这 是 由 于 入 工 耗 散 或 不 合适 的 数值 耗 散 、 鱼 散 效 应 的 引入 导致 了 激流 抹 平 以 及 寄生 误 
差 , 这 些许 差 往 往 引 起 流 波 上 下 游 数 便 解 的 伪 娠 莫 . 为 了 搜 制 这 些 误 差 , 提 出 了 多 种 高 分 辩 率 、 
商 精 度 格式 ,及 各 种 保持 正 值 性 的 单调 方法 。 大 体 上 可 以 分 为 以 下 两 个 值得 注意 的 方向 : 

其 一 是 对 差分 格式 的 耗 散 ,色散 效应 进行 调节 和 和 控制 ,从 而 构造 高 分 辨 率 , 高 精度 格式 ,这 
Bn HI iB) FCT(Iux Corrected Transport) RA TVD ‘Total Variation Dimini- 
shing) 技 术 , 许 多 高 精度 格式 都 玉 用 了 FCT 技术 , 且 其 格式 多 是 TVD 的 。 本 章 将 介绍 这 两 个 

男 一 个 方向 是 Godunov 类 型 的 方法 ;是 从 歼 曼 问题 的 高 精度 求解 出 发 构造 高 分 辩 率 .高 
精度 格式 ,如 MUSCL(IMonotonic Upstream-Centered Scheme for Conservation Laws) 方 法 及 
更 高 精度 的 PPM Piecewise Parabolic Method ) 方 法 ， 本 意 也 将 作 简 单 介 绍 ， 

对 偏 微分 方程 组 定 解 问题 的 数值 求解 ,一 方面 是 通过 各 种 离散 方法 如 有 限 差 分 法 .有 限 元 
法 、 谱 方法 等 将 含 微 分 方程 组 化 为 有 限 数目 的 代数 方程 或 常 微分 方程 , 即 对 偏 微分 方程 组 本 身 
的 离 节 表达 和 人 简化 处 理 , 这 无 诗 是 数值 计算 的 基础 ,是 重要 揭 方 面 ,而 另 一 方面 ,对 于 定 解 问题 
初 \, 边 值 条 忻 的 离散 表达 也 十 分 重要 ,如 何 处 理 复杂 的 流动 边界 是 能 否 建 立 快速 ,高 精度 算法 
的 关键 水 题 之 一 。 按 界 条 件 的 表达 取决 于 采用 何 种 形式 的 坐标 系 和 了 网 格 。 网 格 的 选取 影响 着 
整个 问题 的 求解 ,对 有 限 差 分 法 更 是 关系 重大 . 70 年代 以 来 ,网 格 生 成 技术 以 及 了 网 格 对 流动 计 
算 的 影响 的 分 析 和 如 何 设计 最 优 的 网 格 等 问题 日 益 令 人 注目 , 且 发 展 迅 速 。 为 处 理 物 面 边界 条 
件 的 贴 体 坐 标 生 成 抠 术 ,已 可 用 于 为 复 洒 的 三 维 求解 域 生 成 有 利于 计算 的 网 格 ,为 提高 计算 精 
度 和 效率 的 上 自 适 应 网 格 方法 的 研究 也 发 展 很 快 、 本章 将 就 贴 体 坐标 生成 技术 及 自 适 应 网 格 方 
法 作 些 介绍 。 


$6.2. 数值 耗 散 与 色散 的 调节 与 控制 


对 于 县 于 有 较 大 梯度 的 非 定常 可 还 缩 流动 问题 的 模拟 , 关键 是 应 用 保持 正 值 性 的 非 线性 
单调 方法 ,因为 象 密度 这 种 在 原本 意义 上 的 正 值 量 不 应 该 在 数值 计算 中 变 成 无 物理 意义 的 负 
值 量 ,FCT 是 D. L. Book, J. P. Boris-7 首 先 提出 的 一 种 保持 正 值 性 的 差分 构造 技术 ,与 A. 
Harten “提出 的 TVD 概念 相 结合 ,采用 各 种 各 样 的 FCT 技术 ,形成 了 多 种 高 分 辨 率 、 高 精度 
局 式 , 印 最 佳 单调 算法 , 它 不 容许 由 于 缺乏 数值 分 辩 率 而 增加 离散 网 格 产生 的 非 物理 极 值 点 。 


6.2.1 通 量 修正 输 运 方法 一 一 FCT 


MERTE FOT 是 一 种 构造 差分 格式 的 方法 而 不 是 一 种 差分 格式 或 菜 种 算法 。 当 待 求解 

的 物理 问题 涉及 到 强 间 断 如 激 波 阵 面 ,接触 间断 面 在 空间 的 传播 时 ,FCT 技术 得 到 较 优 的 解 。 

经 典 的 欧 近 型 方法 在 处 理 这 类 问题 时 .常常 或 者 引入 较 大 的 数值 耗 散 (一 阶 格式 ) ,或 者 收 正 过 

涉 引 入 较 太 的 数值 色散 (如 一 W 格式 ) ,或 需 在 间断 区 减 小 网 格 尺度 从 而 减 小 了 时 间 步 长 

(稳定 性 要 求 ) ,或 者 需要 对 物理 解 的 预先 了 解 ( 激 波 装 配 法 )。 即 是 说 ; 当 必 须 处 理 强 间断 时 ,经 
e B 
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上 典 的 差分 近似 变 得 效率 低下 。 
FCT 的 基本 想法 是 在 色散 型 输 运 格式 中 引入 修正 的 耗 散 项 ,使 耗 散 被 限制 在 由 于 色散 可 
能 导致 韭 物 理 振 葛 的 区 域 ,这 个 修正 的 通 量 是 非 线 性 的 ,其 大 小 通常 恢 束 于 物理 量 的 当地 值 ， 
FCT 的 基本 作法 是 在 所 有 区 域 先 引 人 足够 的 耗 散 , 然 后 在 无 需 耗 散 的 区 域 引 人 相等 的 反 耗 散 
(antidiffusion) 项 从 而 抵消 耗 散 ,这 是 通过 通 量 限 制 因子 :fux limiter? AAA. Blog sp» TBI 
的 引入 达到 调节 ,控制 数值 耗 散 与 数值 色散 效应 的 目的 。 
以 下 考 赎 一 维 标量 情形 ,多 维 矢 量 情形 可 用 空间 分 型 法 或 交替 方向 法 推广 得 到 ,对 标量 守 
恒 方 程 
u, H f(x), = 0 t> 0r ER (6-2-1. 1) 
u(r,0) = $n) r€R (6-2-1. 2) 
MEA FCT 方法 对 上 方程 进行 差分 近似 可 以 与 成 
uj = te m ACf Tei - d m Jam 十 J ai iJ Fhan m fi) (6-2-2) 
Xp A— A fF 是 输 运通 量 ,72 是 为 保持 稳定 性 和 单调 性 引 人 的 耗 散 通 量 , /^ 是 反 耗 散 通 量 ， 
用 来 消除 无 需 耗 散 的 区 域 的 耗 散 通 量 , 它 由 银 制 因 于 控制 以 保持 解 的 正 值 性 ;不 产生 新 的 极 值 
点 ;已 存在 的 极 值 点 不 再 得 到 增强 。 显 然 差分 式 (6-2-2) 是 守恒 型 的 。 
对 连续 性 方程 
| o, + (pu), = 0 (6-2-3) 
FCT 算法 可 看 成 包含 三 个 差分 算 子 ; 输 运 算 子 <T) . 耗 散 算 子 (D) 、 反 耗 散 算 子 (A)。 前 一 个 时 
间 步 的 密度 oo 被 算 子 工 作用 得 到 输 运 值 让 ,接着 由 于 耗 散 变 成 a,“, 最 后 经 通 重 修正 得 到 下 
一 个 时 间 步 的 值 0,77 BD 
p -— Gc AG T Dg (6-2-4) 
这 是 最 先 引 人 的 FET EE GHASTAOU, ,由 子 采 用 这 种 方式 在 速度 为 党 时 不 能 消除 耗 散 ( 即 
残余 耗 散 ) Boris HHH 7 RUA FCT CPhoenical FET), 可 表示 成 
g-—-[lüadzUO--Toc-Dle (6-2-5) 
对 于 不 同 的 输 运算 子 和 耗 散 算 于 ,可 以 得 到 不 同 的 FCT 算法 。 
例 1 Phoenical FET 对 输 运 取 FTCS 格式 


l n 7 
Feu. (Ep - pu 
i 
ee pip) (6-2-6) 


“一 上 是 库 妆 数 ,该 格式 不 稳定 ,于 是 引信 耗 区 
FLa4—dGQà9g-—8) 


pil — pi Fv —29 - 9.) (6-2-7) 
d 是 粘性 系数 ,> — dA 是 耗 散 系数 ,引入 反 耗 散 通 量 

fot =a ae) | (6-2-8) 

gri gl*— (gl, 2g + pL) (6-2-9) 


其 中 pk 一 以 是 反 扩 散 系 数 ,a 是 通 量 限制 因子 。(6-2-9) 式 是 凤凰 FCT 的 差分 格式 。 
$42 XDFCTU 为 了 消除 残余 耗 散 ,Phoenical FCT 是 在 反 耗 散 通 量 中 用 er RE 7^. 
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gr gi — S Qa — ELO VGL — 228 + E) — ala — 29] + pL) 
(6-2-19, 1) 
站 一 由 一 ri 


其 中 ej—6—4 Ga PD 


— 6-0 HN O — 2p? + 8.0 — Moti — 2p; 十 AT 


(6-2-10. 2) 


这 里 入 ,MM 是 在 全 时 间 步 上 的 耗 散 、 反 耗 散 系数 。 
误差 分 析 表 明 :对 格式 (6-2-9), 取 "一 去 十 二 op 一 二 一 一 o5, 则 具有 零 残余 耗 散 ,是 放大 


因子 与 相 误差 可 达 四 阶 , 单 调 性 要 求 |sj 委 172。 对 XDFCT 格式 (6-2-10) , 若 进 一 步 取 N= 
十 去 071 必 二 二 一 计 o7, 则 可 达 同 样 效果 .而 单调 性 要 求 放宽 到 |e|<<1, 这 使 得 计算 的 时 间 步 长 


3 
可 以 增 大 一 倍 。 


i l 


Book 和 Boris*!5| A 2838 i Es dil «m 万 He 是 未 经 限制 的 通 量 (unhcorrect Hux) 


ctl .. ID A A 
e = A, 77 Jus 十 Jan 


5 一 sgn (i) 


IN. 2 WPE. . 0 mp 
Apri — Dk, — Pj 


[2447 S * max[0.minCS Ap 


0 j-1 


j 
网 指 号 


图 6-2-1 强 服 制 通 量 (S$ = 1) 示 意图 
APTE a OPP 2 04 
th) A PE e OA PP EO 
(GO A of? us mS 0 A PE, > Di 
(D A D S A Pya E 


TD TD , E 
mpra AD, pan | us | ) 


(6-2-11) 
(6-2-12. DD 
(6-2-12. 2) 
(6-2-12. 3) 


上 陈 所 代表 的 通 量 限制 可 表示 成 如 图 6-2-165 — 1, 
当 5 二 一 1 时 由 镜面 反射 同样 可 得 )。 图 中 : (ay Co, 
(Cd 分别 代表 Aes ap 六 不 同 号 的 情形 , 比 
时 twz 王 0, 以 使 现存 极 值 不 再 得 到 增强 ; C 表示 
三 者 同 号 (S=1 时 全 为 正 }; 芍 情形 ,此 时 通 量 限制 是 
个 产生 新 的 极 值 点 ;引入 的 反 耗 散 通 量 应 不 致使 ;与 
7 十 1 点 的 值 超出 水 平 线 所 示 的 位 置 。 

由 于 引入 反 耗 敬 通 量 或 通 量 修正 是 在 经 过 耗 散 
作用 之 后 进行 的 , 强 通 草 限制 又 需要 保持 单调 性 ,在 
反 耗 散 阶 段 不 允许 产生 新 的 极 值 点 ;因此 可 能 仍 留 
下 物理 上 不 必要 的 较 大 的 净 耗 散 , 从 而 产生 “ 抹 平 ” 

对 强 通 量 限制 的 一 种 修正 是 所 谓 的 一 侧 通 量 修 
正 。 如 来 允许 现存 极 值 增强 面 抑制 新 极 什 点 产生 , 则 
可 能 导致 不 稳定 ;得 车 只 允许 极 大 值 产生 或 增强 ,上 奈 
制 极 小 值 的 产生 或 加 强 , 则 既 可 保持 正 值 性 又 能 保 
持 稳 定性 ,因为 由 于 采用 竺 异型 差分 方程 ,对 极 小 值 
采用 强 通 量 限制 使 得 极 大 值 的 增强 得 到 控制 。 一 侧 
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通 量 限 制 可 以 写成 
了 : max[0,min GS Api? |, | Pul] (5-2-13) 

其 中 了 一 /一 8。 用 一 侧 适 量 限制 ,对 波峰 可 以 减轻 * 抹 平 " 效 应 ,对 波 谷 仍 存在 BOE 效应 。 阁 
e 是 人 负 值 , 则 可 采用 允许 极 小 值 增长 而 于 制 极 大 值 的 原则 ;此 时 陪 =j 十 5S ;显然 者 P 可 正 可 负 ， 
则 可 采用 所 谓 双 单 便 通 量 限制 (double one-side flux limiting): j —j— S * sgnal). 

采用 单 侧 适量 限制 或 双 单 侧 通 量 限 制 求解 非 线性 流体 运动 方程 时 ,同样 存在 单 司 的 伪 振 
荡 。 一 般 说 来 ,FCT 方法 用 于 求解 对 流 占 主导 地 位 的 方程 较为 有 效 , 如 反应 方程 。 

采用 强 通 量 限制 技术 可 以 对 现存 的 格式 应 用 FCT BUR. 

例 3 Phoenical L-W。 对 L-W 格式 可 进行 如 下 的 设计 : 

(12. 半 时 间 步 输 运 


UMP lU, dud a etin — gui 
(2) 全 时 间 步 输 运 
= pg — AQUILA PII 
(32 5| A JEROME 
fi cya — p) 
ej = gy + fees fru 
(4) TERI RE REGOBLME 
Farn = Poi — p) 
S = sgn(/7 1.2) 
Abs = PF P 
fén = S e max Ormin (S Ap S Api ues] 
(5) 引 人 通 量 限制 
py m a — ft fus 


Bj 4 Donor Cell FCT。 贡 献 格格 式 或 迎风 格式 是 一 阶 格式 ,对 于 贡献 格格 去 ,可 设计 以 
下 过 程 ; 其 中 引入 了 41 以 达到 二 阶 精度 ， 
ODE jia 


8; = pj — AQ; — Prosa) 
(2) 反 耗 散 通 量 
Apis = Phi 0 


l 
Ulo 一 59740 一 Gig) 
€ Lig xà Amax (6 15,4) 


Fase = § max[0.1mincS : Api. S APIs | APH ys D] 
= Ag Fr 
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S = Sgn (AO) 


(3) 引信 强 通 量 限制 
gcn — Su T feu 
于 是 完成 一 个 时 间 步 。 

图 6-2-2 给 出 了 标准 的 检测 问题 (test problem? : 方 波 问 题 的 计算 结果 。 图 中 (e) 给 出 了 其 
初始 状态 , 它 是 一 个 一 维 问题 , 对 流速 度 是 常数 "一 1.0, 审 度 最 大 为 2.0, 最 小 为 0.5, 波 形 如 
图 所 示 。 G0. ce 分 别 给 出 了 800 个 时 间 步 后 用 贡献 格格 式 ( 未 经 通 量 修 正 ) 和 Donor Cell FCF 
格式 的 结果 ;可 以 看 到 明显 的 改善 。 图 中 还 给 出 了 平均 误差 A, 下 . 


J 
A. E. = 1062,18 p, (nåt) | 


其 中 100 WAR ARH o, OA A E m A E 可 以 看 出 ， 由 于 采用 了 FCT 技术 ,其 平均 误差 
A. E. =0. 064 降 为 不 采用 ECT 技术 平均 误差 A. E. —0.26 的 四 分 之 -一 ， 


p F- Arat LAA 


ü 
站 20 BR 70 806 — BO Mmi 
Hd dk i 一 = 4j 50 的 mM 80 M no 


(5) 


H]6-2-2 页 献 格格 式 与 Donor Cell FCT 的 比较 
ta 标准 方 省 问题 初始 条 忻 : GO m e d A R; Cc)Donor Cell FCT pj id 


6.2.2 AF TYD 


TVD 格式 是 近年 来 提出 的 最 为 引信 人 胜 的 概念 之 一 .TVD 要 求 发 展 这 样 一 类 格式 ;其 在 
非 线性 标量 情形 及 常 系数 系统 下 是 总 变 差 减 小 的 , 它 希 望 解决 存在 于 经 典 的 激 波 捕 捉 法 差分 
格式 中 的 困难 :虽然 在 能 解 满足 箭 不 等 式 时 ,单调 守恒 差分 格式 的 解 收 敏 到 (6-?-1) 式 的 物理 
解 , 但 单调 格式 仅 是 一 阶 的 ;因而 在 解 变化 惰 烈 的 时 空域 导致 粗糙 的 近似 ( 激 波 抹 平 ); 而 当 使 
用 在 线性 理论 指导 下 发 展 起 来 的 经 典 的 高 阶 格式 时 ,虽然 可 以 在 格式 中 引入 较 大 的 耗 散 项 来 
压制 数值 解 的 伪 振 茵 ,但 这 样 做 同样 将 抹 平 间断 、 隆 低 精 度 ， 
考虑 标量 守 倡 律 初 值 问题 (6-2-1) 式 ,定义 utr 四 的 总 变 差 为 
TV Gu) = S Aj (6-2-14) 


其 中 Ar 一 sl 一 的 * 即 总 变 差 是 函数 值 上 升 与 下 降 的 增 量 的 总 和 ,是 函数 值 摆动 的 一 


RH. 
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可 以 证 明 , 对 单个 宇和 已 律 方程 的 初 值 问题 (6-2-1) 式 , 若 初 值 $(x) 有 有 界 的 总 变 差 ,其 解 具 


有 总 变 差 减 小 的 性 质 
IViuit;2) m. TV CHEE yu. > t) (5-2-15) 
这 正 是 单调 性 的 要 求 ，。 
(6-2- D 3X i) CE 4- 10 把 的 显 式 鲜 恒 型 差分 格式 可 以 写成 
ul = H Qu La asas te) 
= wt — Aus fiu (6-2-16) 
其 中 上 为 数值 通 量 
Pe = Fy ) (6-2-17) 
满足 足 相 容 性 条 忻 | 
fu, 一 Fe) (6-2-18) 


(6-2-16) 式 也 可 以 写成 算 子 形式 
Ws i (6-2-16') 

EH BRADA TERRA RE ES SIC, DU BOR 36 06-2-160 AER A A (monotone 
scheme) ;车 差分 算 子 工 是 保单 调 的 ( 即 车 凡是; MARBLE RU un — Lor 4e j 的 单调 本 
数 , 旦 具有 同样 的 单调 性 ), 则 称 差 分 格式 56-2-16) 式 为 保单 调 覆 式 (monotonicity 
preserving) , 

Harten' 证明 了， 

(1) 单调 格式 是 TVD 的 ; 

(2) TVD 格式 是 保单 调 格式 ， 

对 于 线性 格式 


+ 
yide Ca (6-2-19) 
1 一 一 上 


其 中 ,与 44! 二 一 …, 肯 无关,(6-2-19) 式 是 保单 调 格 式 的 充 要 条 件 是 Ci 宇 0, LSR, 

所 以 ,对 于 线性 差分 格式 ,保单 调 格式 就 是 单调 格式 。 从 而 线性 TVD 格式 是 单调 格式 ,进而 可 

知 线性 TVD 格式 是 一 阶 格式 。 为 了 得 到 高 分 辩 率 的 TVD 格式 ,必须 考虑 非 线性 差分 格式 。 
一 般 地 ,一 阶 格式 是 三 点 格式 ,二 阶 格式 是 五 点 格式 ,它们 都 可 表示 成 以 下 形式 


下 《6-2-20. 1) 
Chag = C* OG uua uas (6-2-20. 2) 
人 (6-2-20. 3) 

Harrem!“ 5 dy T ERRARE TVD 格式 的 一 个 充分 条 件 : 
Chi J0 (6-2-21. 1) 
Ca hl es (6-2-21. 2) 


WERA: 由 (6-2-20. 103352518 
Aui, wHl—ur-—-:-umu ax 
= Crypt d b — Chas — Chasis + Chad ean 
H1C6-2-210 3X; , 
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Anel SOL — Cus T Ciro Ausus c Crasse aal H Chas Atie 
因此 
TV (u(n + 13A) = b3 p | 


JE 


"T 一 十 — 
X. > i = Chas un Ca)? D F F Can Aan 
J= an 


=o 


t DChaslAarsal = D) lAl = TV (uade) 


a — — £x J 三 一 


所 以 (6-2-20) 式 是 TVD 的 ， 
在 构 造 浅 分 档 式 时 常常 用 到 修改 方程 (modified equation) 的 概念 。C. W. Hirt 下 的 启示 性 
稳定 性 理论 指出 ,对 于 稳定 的 (6-2-1) 式 的 差分 格式 ;其 等 价 的 修改 方程 为 


=y — Frtly 一 du 
21e Zp a (6-2-22) 
#5, PI 
其 中 
E = 一 atu) ce (6-2-23) 


(6-2-22) 式 中 的 D Hos uL 最 低 阶 需 系数 ne 应 满足 
pu] 


(— Hy — 0 (6-2-24) 
若 差 分 方程 是 一 阶 精度 的 ,出 其 等 价 的 修改 方程 在 赂 去 高 阶 项 后 夏 写 成 
M T vu) = & Gu, |. (6-2-25) 
c0 时 ,差分 方程 稳定 的 必要 条 件 是 0070, [pu] 即 是 数值 粘性 项 。 以 此 构造 差分 方 “ 
程 时 ,对 应 的 项 是 格式 粘性 。 
对 一 阶 和 守恒 型 车 分 方程 (6-2-16) 式 ,文献 [6 给 出 等 价 的 修改 方程 
u, 十 fO, = Al Gr, )0u,], (5-2-26. 1) 
BG) = zl DPH uuu) — Ra? (u) | (6-2-26, 2) 
Hilts, u) = — — | — (6-2-26. 3) 


对 单调 格式 HC 2070. E p PH GB IE CO-2- D CISEEC — BHIREIE | EDEOEENUET LE 07 E 
《6-2-26) 式 时 共有 二 阶 精 度 , 可 据 此 构造 高 分 辩 率 的 TVPD 格式 。 


6.2.3 Harten 的 构造 5 


如 上 所 述 , 用 一 阶 格式 逼近 修改 方程 (6-2-26) 式 醋 达 一 阶 精度 , 记 
glu, Ar) = Ar A s Riu, Aui, (6-2-27) 
则 {6-2-26, 1) 式 成 为 
wt [FUD — Tg Ax], = o (6-2-28) 


将 该 一 阶 格式 应 用 于 以 下 的 修改 方程 
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u, H Lf GO + elu, Ar) ], = į {6-2-29) 


ADA LCA E, Harten WERE AEREA ER T A L R LL 
对 (6-2-1) 式 ,三 点 格式 的 通 量 可 一 般 地 写成 


Toa m Mi foam Oa unas | (6-2-30. 1) 
2 E HÀ a uus Zu s Æ ü (6 2.30 2 
Faa EE- la) Ait iin = ZETA, 
Q 代表 粘性 系数 ,4 一 4/Ar。 d TVD f& USE A EMU AOE 
|x|is;Qr xl 当 Os. | rl (6-2-31. 1) 
ELEERHAE PE 
À P lave sp (6-2-31/2) 


满足 时 ,5(6-2-30) 式 是 TVD fij, 
Q 取 不 同形 式 可 得 到 不 同 的 差分 格式 , 如 : 
GO) ER QCo-—x f8 L-W 格式 


f rus = SE, + F — Alain V 249,445] 
(2) 取 Q(x) 一 1, 则 得 Lax-Friendrichs 格式 
Tuan = SU H Fri — Ausus] 
(D R Q= |r|, 8 CIR (Courant —Isaacson — Rees Aat 
Fran = FOS + fpa — lapel Bal] 


由 C6-2-31) 式 易 知 :L-W 格式 不 是 TVD 格式 ,L-F .CIR 格式 是 TVD 格式 , 且 L-F 格式 还 


PS E A. 
RERA, dex C6-2- 300 UE 
Bud) = Z4 [Q9) — 91,» = AGO (6-2-32. 1) 
gluh Ar) = FIQU) — v], (6-2-32. 2) 


TÉ AH ABER o A E 
T = zD, + Tad za aie dee Qvi st Y veu (6-2-33. 1) 


Ag cus Au uus Zu, zz Q 
= (6-2-33. 2) 
Q Aijt — 0 


Pare Aag (6-2-33. 3) 


Pus 


对 gg 一 gluy-1sWstir1) 的 要 求 是 
CD g 应 保证 (6-2-33) 式 的 差分 格式 是 TVPD 的 ， 
(2) g MEYAR: 
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(3) 应 使 该 格式 具 二 阶 精 度 ， 
由 《6-2-33) 式 的 各 式 可 知 ， 在 极 值 点 ,由 于 Aue = 0， (6-2-33) 式 只 能 达到 一 阶 精 度 ， XX 


E TVD 格式 的 特性 。 
Harten 给 出 
g; = S,,,ímax[ 0,min( 723 (D agg 2-155] (6-2-34. 1) 
"PES [Qo uU) — Gua? Aus (6-2-34. 2) 
Sou = SEHE) | (6-2-34. 3) 


文献 [6J 证 明 以 上 给 出 的 g, 能 得 到 二 阶 TVD 格式 。 
对 (zx) 选取 应 使 导出 的 格式 满足 业 条 件 ,由 (6-2-31) 式 很 自然 地 取 Qtr) 二 |z|, 但 考虑 
到 x 一 0 时 ,Btw, 加 二 0, 数 值 粘性 消失 ,为 避免 这 种 情况 ,文献 L6 中 取 


Qr) -fie a (6-2-35) 
DAFI +e) |r| «e 

一 般 取 0. 05s6ex0. 5, 

对 于 常 系数 线性 系统 ,可 以 黎 曼 利用 特征 值 的 存在 性 化 成 标准 型 ,而 对 每 一 个 黎 紧 不 变量 
单独 处 理 ， 

TVD 概念 对 非 线 性 标量 情形 或 痕 系 数 情 形 有 明确 定义 ,但 对 于 非 线 性 双 昌 型 方程 组 , 准 
确 解 并 不 具有 总 变 差 随时 间 有 递减 的 性 质 。 实 际 上 在 波 相互 作用 的 区 域 , 变 差 可 能 会 有 所 上 升 ， 
因此 ,对 非 线 狂 方 在 组 ,其 差分 格式 是 否 一 定 是 TVD 的 ,仍然 没有 定论 。 

在 实际 应 用 中 ,把 TYD 概念 应 用 于 “局 部 冻结 ”locally frozen? 的 常 系数 系统 。 利 用 维 数 
分 裂 法 推广 到 名 维 情形 ， | 

可 专 看 出 ,由 于 TVYD 格式 应 用 于 一 般 的 双 曲 型 系统 时 ,要 在 肩 部 冻结 的 常 系数 情形 求解 
特征 值 问 题 , 对 于 复杂 的 状态 方程 ,就 比较 难于 处 理 . 对 于 多 方 气 体 这 类 简单 的 状态 方程 , 则 很 


容 旬 给 出 其 特征 问题 的 表达 式 。 
利用 以 上 简 述 的 过 程 ,对 于 二 维 ( 平 而 o 一 0, 轴 对 称 o 一 1;? 非 定常 可 压缩 无 粘 流 动 
E ES Pon a Tew? E T T 


KP w= Cpo, pu, pv, pE 
f (00 — Gu PH pt puv put E+E 


giw) = (pvu, puv, P pv EE ))* 


EN ui 
Gr rm C E, (Py ry pP T pns 
r r r r 
APE RIER E EUR BE uo Err 方向 速度 分 量 , 若 e 是 比 内 能 ,对 凶 方 气体 
P=(k—1)pe 
DEEE EN 
wi. — Lb, T DArh w r) 
i — 263 — 


中 国 国防 科技 网 


时 间 步 长 


wi = LLwi + 24[RhGo r) — A Cwr) | 


At 
Lt, = WEN Rp ns = Fizi) 


AE — z 
La; = oU.) 7 Az Enna, m £n? 


Ar 000 ES 00. | 
max(|u*;| + C) 'max(C|v?;] + Cr) 


A = umin 


C FE EE E u F R ff 


XX HL at L'R EES HEER AG) = 


pri a h JA 
1 Ar 
pm x il^. E dons T a Boso. 
&—1 


Ban; 的 E RE E mm Qi P ges 2 8 onion) 0 i2. 
P a Hne 55 0 
pRIOIJ/S.P 一 

i 0 TERN -—1 


m = Lil Qiu, 一 Ver 

e x S5, ,,,max[ 0. mini EST | dd | 
e om TA 二 [Qi YE vas] un EHTEM ? labos 
Sha, 一 sgní S eun. 


Ao LA 
cT 1/2 m ALS nU 


at — a* v 
etus | | of EN Er 
| 13-172, re 12, 
Q,. pes T decl us 1/2. 
0 8g 0 0 


9 7 1 + 2max( 66.88 
3f Cw) 


式 。 以 上 给 出 的 格式 中 引入 了 5,, 是 为 更 好 地 处 理 接 角 间断 “”。 
文献 [9j 还 给 出 了 适合 于 计算 定常 流动 的 蜂 式 二 和 阶 TVD 格式 。 
TVD 格式 的 精度 可 由 以 下 的 激 波 管 问题 的 求解 得 到 证 明 。 图 6-2-3 给 出 了 几 个 方法 的 比 

较 。 其 控制 方程 为 


U,-- /(U),—0 
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RAIES Ze REGERE. QOL NL CO-2-35) 


这 里 如 = (o gU E), U= (pu sp pu^ u PHE)Y pu PE DIERE RE EJS A 
能 ， P—(R—1YE— S ou!) k=l. 4. EIS 432 8 E, A 
U(r,0) = U, = (0.445,0. 311,8. 928)? r«0 


= Uk = (0.5,0,1. 4275»? 


图 6-2-3 Ha) E Roe 的 一 阶 格式 的 结果 ,可 以 看 到 明显 的 抹 平 效 应 ;45) 是 二 阶 格式 的 代 
表 L-W 格式 的 结果 ,可 以 看 到 明显 的 数值 振 葛 ;(c》、(4) 是 TVD 格式 的 结果 , 52) 中 使 用 了 前 
述 的 8 来 处 奸 接 触 间断 ,可 以 看 出 TVD 格式 的 高 精度 。 
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L 
1]. U ó 1.0 
bie E i 
区 $ i 
0.5 04.5 
D 
$ 

K - Ü 

-7.95 -R17 -2,39 D. 38 3.17 5, 85 - 7.95  -5,.17 -5.29 '- n.38 3.17 5. 95 

X 
= ota) TI 

4. 0 ENT 
HUE 3,3 
J.B 
5 " 2. É 
1.9 出 1.8 
1.2 L2 
i, A iha 9 

CAR SBIT O LS 00 039 — 3107 B9 -A9 -517  -z38 03 RIO 5 

X 
X 
-5.17 - 3.39 0. 30 3. IZ h, 3 


HD CRAT FRMO 0039 — 117 ga -7.95 -5.17  -239 039 $1 5.95 
X 


(6) H 6-2-3* 激 波 管 流动 Cad ) 
(a) Roe - -BHiSRLUDL-W. —Bpliesiti CO. GD.TVD Ast 


— £05 — 


中 国 国防 科技 网 


6.24 笠 率 比 通 量 限制 因 了 于 


为 了 得 到 高 分 辨 率 的 二 阶 精 度 显 式 TVD 格式 ,可 以 在 一 阶 格式 中 引 人 限 制 ( 桥 正 ?了 的 
负 耗 散 通 量 。 在 构造 高 精度 格式 时 ,一 种 方法 是 把 通 量 限 制 因子 取 成 斜率 比 的 函数 "” ,通常 还 
希望 构造 的 格式 是 TVD 的 。 | 

考虑 线性 标量 方程 | 

u,--au,—0 a0 (6-2-36) 
引入 记号 A y, Ayan TA yii Yp Y 
Wi L-W 格式 可 以 号 成 
usti = ut — olas — A [F001 — Aufn] (6-2-37) 


Xi o— 22. p ECT 观点 ,L-W 格式 可 以 看 成 一 阶 格式 


untl = u 0A (6-2-38. 1) 
加 上 反 耗 散 通 量 
— A (1 = PSAN - (6-2-38. 2) 
的 结果 。 由 于 L-W 格式 不 是 TVD 的 ,我 们 在 格式 (6-2-37}) 式 中 加 入 修正 了 的 反 耗 散 通 量 
ut = oA 2 A 1g, T — GJA] (6-2-39) 
Eto 是 限制 因子 , 且 620 以 保持 反 扩散 通 量 的 符号 。 取 名 二 Kr) RR 
em (6-2-40) 


是 斜率 比 。 希望 通过 #7) 的 选取 使 格式 (6-2-39) 式 是 TVD 的 。 
利用 (6-2-207 式 ,系数 可 取 成 
aA. [gir ) Aureus] 


Chus = Cpu mod Lc Et (6-2-41) 
Cys 可 以 重新 安排 成 
| 
E -sü -L iq] u m pau $00]; Waimilz un Beam, 
2 b, d — gi 二 上 
(6-2-41') 
若 IET. (6-2-42) 


Lax - Wenudruil! 
p= 


W^ -a-o 
«e[1-- 120—909] (6-2-43) 


”由 (6-2-21) 式 知 ,(6-2-39) 式 是 TVD 
格式 的 充分 条 件 为 0 所 Cit 入 1; 再 由 (6- | 
2-43) 式 易 知 ;必须 出 所 2; 男 外 由 于 eG) 图 6-2-4 TYD KIR 
非 负 , 所 以 限定 "So 时 97) 一 0。 于 是 (6-2-42) 式 化 成 
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ox (FU Leo» «2 (6-2-44) 


因此 ,格式 (6-2-39) 式 是 TVD 格式 的 充分 条 件 是 pxr) 落 在 图 6-2-4 的 阴影 区 域内 。 
显然 ,L-W 格式 相当 于 p==1, 而 Warming and Beam" ft Epig pujas 


u^ = u^ 一 eau. ]óg 77 A EX = PJA" ys] (6-2-45) 


则 相当 于 p=r. MERRE PRAE TYD 的 。 

困 8 为 希望 如 人 的 反 扩 散 通 量 尽 可 能 大 ,所 坟 应 使 满足 TVD 条 件 的 通 量 限制 因子 尽 可 能 
大 :于 是 选取 

u min( 27,2) pU 
gir) = ð "T | (6-2-46) 

即 取 图 6-2-4 阴影 区 的 上 边界 。 

我 们 的 目的 是 选取 eG ,以 得 到 二 阶 精 度 的 TYD 格式 ,所 以 应 对 eGO Mic x35 9 m 
H AERA nO 时 p(x)==0, 在 极 值 点 附近 ,不 可 能 达到 二 阶 精度 ;这 是 TYD 格式 的 特 
性 。 

注意 到 ,依赖 于 点 《wstw_114 ty-1) 的 二 阶 格式 是 L-W 格式 与 Warming and Beam 迎风 
格式 的 加 权 平 均 "], 取 两 者 的 算术 平均 


Pr) = [1-— 86Go pr) Or gr) (6-2-47) 
HP OKAL, F o= Erm E 
gir) —1--8(r)(r — 1) (6-2-47') 
锌 限制 在 图 6-2-5 的 阴影 区 内 ,值得 一 提 的 是 ,由 (6-2-47') 式 知 YX1) 二 1, 这 是 二 阶 格式 所 具有 
的 。 
由 此 可 定义 由 《6-2-42) 式 限定 的 一 族 限 制 因子 
fp(r) = max(o,min(dr,1),min(z,d0),1 «zo «2 (6-2-48) 
P M. 2-1 E or) MAE 6-2-5 BRE DCRS LURS TARTS. 3EIGR EATER BED . 典型 的 
情 如 图 6-2-6。 


: : 
1^9 iù P 2i Fr 


图 6-2-5 -—Br TVD 区 域 图 6-2-6 RWA TRHAT 
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下 面 看 儿 个 例子 : 
例 1 Van Leer RAAT. Van Leer 25:85" J63H He f DRE" Smoothness monitor? 
POE Attn 
^o rm, Au in 
定义 
| 
S(0) = L1 
MERAH ES 2 


dq 
ul — ws — gAu s — pas — a3 Au T Au ap) 


十 Aq — aJ SOLD CAPS m Au^ 15) S C8, D Cw uus mn Au s) | 
或 写成 (6-2-39) 式 的 形式 
Wt! = A [za — S(8,) 十 LED, 1 ol — o) Aie] 
9, 


TE 
9 一 二 [1 一 - s0) + L3 
|J 8 = 1r, RAH 


0 rx. 
HH 
52 - 
|r | EM Koo 


由 图 6-2-7 BLUE B vo CO TETE - TVD K, 
例 2 Roe “限制 因 于 。Roe 提出 的 二 阶 格式 


gir) x 


是 
u^! = « mE OUT Vg mid F001 mE gA MET 
T B]6-2-7 Van Leer 限制 因子 
其 中 
b, E BG Vs MOL) 
min mod (try) .ry70 
B . = 
e 0 Ly 
3 ESESEI 
min mod (zr, =| 
E ET 
于 是 很 容易 得 出 对 应 的 通 量 限 制 因 于 
l yiz >] 
eo | == yér >O 
0 ry 0 
此 即 


Grir) — air) — maxCO,min(r,1)) 
BD-H-x8 Ek REL REP 38 HT (672-480 REH P EPI DSL TR P — 1. 的 情形 ,对 应 于 图 6-2-5 的 阴 
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影 区 的 下 边界 。 
Roe 后 来 又 提出 “Superbee” 格 式 , 相 当 于 取 
max modür, y) ;«2« 
Bx,y) = ?min modir, y} O0 « » < 3 sk P! 2 
0 zy Ù 
`> 
max modír,y) = kd i» 
ixi «yl 
对 应 的 通 量 限制 因子 为 


Geir) = Wr) = max(0,min(27,1) ,mntr,2)) 
相当 于 (6-2-48)? 族 中 的 9—2. ER 6-2-5 的 上 边界 ,也 是 最 大 可 能 的 取 值 。 
本 节 的 讨论 可 以 推广 到 非 线性 标量 及 方程 组 情形 5 ,限于 篇 幅 , 这 里 从 略 。 


$6.3. Godunov 型 方法 一 一 向 断 分 解法 


在 激 波 捕捉 法 中 , 人 工业 性 法 是 最 早 提 出 的 并 一 走 在 得 到 应 用 和 改进 ,为 了 更 准确 地 捕捉 
激 波 ,在 使 用 人 工业 性 法 时 ,从 目前 的 观点 看 ,一 般 应 采用 自 适 应 网 格 技术 ,使 激 波 区 网 格 昌 动 
密集 ;以 提高 计算 的 精度 和 效率 ,从 而 抛弃 等 间距 空间 网 格 ,希望 通过 采用 上 自 适应 的 非 等 启 有 路 
网 格 在 不 增加 网 格 数目 的 情况 下 ,更 准确 地 捕获 激流 .而 上 节 简 述 的 FCT 等 方法 ,可 以 看 成 是 
低 阶 格式 与 高 阶 格式 之 间 的 线性 杂交 方法 ,因为 一 般 地 ,一 和 阶 格式 利 于 处 理 间 断 而 在 光滑 区 精 
度 较 低 ; 相 反 ,; 三 阶 格式 对 光滑 流动 处 理 较 好 , 却 在 间断 附近 引起 伪 振 浅 , 洒 交 方 法 希望 通 过 精 
心 设 计 把 两 者 的 优点 结合 起 来 ,在 该 类 方法 中 ,首先 用 低 阶 各 高 阶 差 分 格式 分 别 计 算 各 种 通 
量 , 接 着 利用 当地 流动 参数 的 非 线 性 软 数 作为 权 函 数 对 这 些 通 量 进行 线性 组 合 , 最 后 对 这 些 混 
合 通 量 进行 差分 得 到 新 的 守恒 量 。 可 以 粗略 地 说 ,杂交 方法 企图 仍 采用 等 间距 网 客 , 通 过 精心 
设计 的 差分 过 程 达 到 提高 精度 的 目的 .在 人 工 粘性 法 和 线性 杂交 法 中 ,差分 格式 可 以 从 微分 方 
程 中 各 项 的 泰 勤 系 数 展 开导 出 ,泰勒 展开 的 前 提 是 解 充分 光滑 ,在 间断 处 不 成 立 ; 因 此 或 者 引 
人 人 工 类 性 : 非 物 理 的 、 较 大 的 粘性 ) ,或 者 引 估 非 物 理 的 单调 性 约束 。 另 一 类 处 理疗 断 问 题 的 
JHE Godunovi 于 1959 年 提出 的 间断 分 解 方法 , 它 把 偏 微分 方程 组 的 解 当 成 分 段 光 滑 的 ， 
然后 在 每 个 区 域 的 边界 解 一 个 一 维 整 曼 问 题 .并 利用 迎风 格式 得 到 下 一 时 间 步 的 解 .这 在 处 理 

- 强 间 断 时 十 分 优越 。 对 Godunov 方法 现在 有 很 多 发 展 与 改进 ,一 方面 可 以 用 更 高 精度 的 分 段 
近似 代 震 流动 参数 的 分 布 ,从 而 提高 精 座 , Godunov 是 取 分 段 常数 分 布 ,Van Leer 57 93€ JA) 
段 线 性 分 布 给 出 MUSCL 格式 ,P. Woodward 和 P. Colella 采用 分 段 抛物 线 分 布 给 出 PPM 
jx. 另 一 方面 , 获 曼 问题 的 求解 方法 是 Godunov 类 型 方法 的 一 个 关键 ,对 此 也 有 很 多 进一步 
的 研究 和 发展 ,如 文献 [20 给 出 了 对 一 般 的 气体 状态 方程 的 黎 曼 问题 求解 方法 ,文献 2 则 提 
出 了 一 种 非 选 代 的 方法 。 本 节 将 介绍 MUCL 格式 及 PPM 格式 . MUSCL 有 多 种 改 型 ,这 里 仅 
介绍 Van Leert' 引 的 方法 。 本 节 还 将 介绍 文献 L21j 的 非 选 代 方 法 。 
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6.3.1 对流 格式 


为 了 避 开 黎明 问 题 的 求解 , 先 考虑 线性 对 流 方 程 
RE" 
2 18: (6-3-1. 1) 


u(xr,0) = uair) (6-3-1. 2) 
并 考虑 非 等 间距 空间 步 长 。 在 实际 计算 中 , 非 等 间距 空间 网 烙 更 为 常见 , 拉 格 朗 日 类 型 的 方法 
是 不 必 说 ,对 欧 拉 型 算法 , 若 采 用 和" 分裂 的 两 步 法 : 拉 格 并 日 步 加 上 给 运 步 , 输 运 步 把 拉 氏 步 
结果 变换 到 固定 的 欧 拉 网 格 上 ,此 时 输 运 步 是 守恒 的 对 流 算 法 ,即便 欧 拉 网 格 是 等 间距 的 ;由 
于 在 拉 格 朋 日 步 各 网 祖 运 动 速度 不 一 致 , 输 运 步 的 网 格 仍 是 非 等 间距 的 。 
B z+ 是 第 i 个 与 第 j 十 1 个 网 格 的 边界 , 且 已 知 时刻 (6-3-1) 式 的 解 &(z,1") 在 第 j 网 
烙 上 的 平均 值 


u, == a ule tdr (6-3-2) 


j—1/2 


其 中 


Ax, — Pirr T Vj 


是 第 ; 网 烙 的 空间 步 长 。 设 A 满足 稳定 性 要 求 


aA x minàz, ! (6-3-3) 
为 了 得 到 ?一 ?十 年 时 刻 的 平均 解 ww Oudinot 型 方法 的 作法 是 首先 构造 分 段 多 项 式 播 值 
图 数 xtz) ,使 满足 
l ytl1/z 
ui = x— ukr dar (8-3-4) 
is)... i 
h FAHER Co-3- D XXLBS RE 
ulr f^) = ulr — a Att) (6-3-5) 
从 而 
ue EE HU ule — aA Ide (6-3-6) 
f Ar, ded | 
其 迎风 差分 格式 为 
A — u 
uj = up RE 7 un (6-3-7. 1) 
一 vi a0 P" US 
H 一 Ee 
iid Fans C — aA) a «0 
Piens) = 二 | udr (6-3-7. 3) 
Tapira 
] feste 
Fiir) = ij u(x)dr | - (6-3-7. 4) 
Y T lg 
FEB: 


(1D Godunov FEER DR EArt, Bi 
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ulr) = w Peu qUE iin (6-3-8) 
ric EE BH SK 
|a | 
g. = (6-3-9) 
则 其 差分 格式 为 
u — a CuS — t) a xd | | 
uy 1 一 . (6-3-10) 
u^ Oa — ww) axo 


其 求解 步骤 可 以 表示 成 图 6-3-1, B 7c 88 xc] fel rtp 9] PLE OE Mg (B CCO-3-22 3x5 B]. 6-3-1- 
(1) 所 示 ): 接 着 进行 对 流 (C6-3-10) 式 ,图 6-3-1-(2) 所 示 ) ;然后 按 (8-3-2) 式 确定 下 一 时 间 步 的 
网 格 平均 值 (图 6-3-1 一 (3)); 最 后 以 此 值 作为 下 一 | 3-]1-《4))。 这 样 完成 一 
^ 8E. 


荐 一 阶 迎 风格 式 ， 


6-3-1 Godunov 格式 示 音 图 (a 二 0, 等 间距 ) 
(22 MUSCL 方法 是 取 分 段 线性 分 布 , 即 


Au" 
uir) Su Ha — x) LESE E I (6-3-11. 1) 
或 写成 
Au” 
) = ugy Pr zy 
utr UR. AL e X, yg) 
Au; 
— Hr EH Az Ut = Za) 18 E 2 EM E Hep (6-3-11. 2) 
了 
其 中 
WR = y + Iw (6-3-11. 3) 
LESE (6-3-11. 4) 
这 里 AS, EME,- waszrrua) 区 间 斜 率 的 某 种 平均 。 依 据 4u; 的 取 法 ,可 以 得 到 不 同 的 格式 ， 
其 差分 格式 为 
— g, 5 — us 4) em z[a — d JAn" == 2, 9 A2 ] a zm 
u^! om w^ E 


g ES E 
TH o ow) — pis 一 gp Ae — (1 E g åns | a x0 


(6-3-12) 
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或 写成 
F —— — 
— aj ua. — ug, 十 zinu 一 dj Att] e = 0 
u, = uj + ] (6-3-12') 
GWE j+ T VLA d- zl Gua — a Aw) | a S0 
第 二 阶 迎风 格式 。 


其 求解 过 程 可 以 表示 成 图 6-3-2, 与 Godunov 方法 不 同 的 是 用 线性 分 布 (6-3-11) 式 取代 
(6-3-2) 式 。 图 中 1) 表示 用 线性 分 布 取 代 初 值 分 布 ; (2) 表 示 对 流 输 运 ; (3) 表 示 按 (6-3-12) 式 
求 得 新 的 网 格 平 均值 并 进而 类 定 线性 分 布 方式 ; (4) 为 该 时 间 步 的 结束 ， 


x/AÀx 2 | ü 8; 1 


| 6-3-2 MUSCL fon EH G7 0. 38 EE) 
(3) PPM 方法 是 取 分 段 抛物 线 搬 秆 区 数 , 形 如 


ur) = up; H EZ + wetl — £&)) Xy] EOD ES s (6-3-13, 1) 
E MET ur n 

a Âz, (6-3-13. 2) 

Au^ = ug, 一 Ur, (6-3-13. 3) 

We 一 Gut 一 Ho 十 ES (6-3-13. 4) 

Hp 一 lim uz) (6-3-13. 5) 
TEF l? 

ER = lim ulr) (6-3-13. 6) 
mcs 


关键 是 确定 uns un. 这 个 问题 留待 下 一 小 节 变 待 。 差 分 格式 是 


F 一 = 
= IUIS ES HR ji) 十 p (s,2u; 一 6,714454) 


gd 
— 2Lle T us; S 8, CI m E " "PUE d »- Ü 
mu 


ai 二 二 
G ÈE j+ 一 ui) E p 94 — DN) 


+ [ol — i64 DU) — ed — Ea Dus] ass0 
(6-3-14， 
是 三 阶 迎 风格 式 。 
其 求解 过 程 如 图 6-3-3 Bros. 图 中 (1) 表 示 已 知 其 网 格 平 均值 给 出 分 段 掀 物 线 分 布 ;(2) 表 
示 对 流 效 应 ;(3) 表 示 由 (6-3-2) 求 出 新 的 网 格 平 均 后 青 确定 抛物 线 分 布 ;(4) 是 该 时 间 步 的 最 
— El cx 
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图 6-3-3 PPM 格式 示意 图 (a 之 0, 竺 间距) 
6.3.2 ”具体 算法 及 单调 约束 


在 已 知 本 时 间 步 的 网 格 平 均值 尺 W Godunov 方法 的 插值 函数 完全 确定 ,而 对 MUSCL 
及 PPM 还 需 进 一 步 给 定 其 它 参 数 。 由 (6-3-10) 式 易 知 ,Godunov 格式 是 单调 格式 ,而 
MUSCL 格式 及 PPM 格式 不 是 自动 单调 的 ,因此 需 给 出 单调 约束 。 

一 、MUSCL 格式 单调 限制 

上 面 曾 提 到 ,平均 疼 率 Au, 的 取 法 可 以 多 种 多 样 . MUSCL 的 取 法 是 到 该 网 格 两 边界 值 之 
差 

Au" — uS a — ut ae (6-3-15) 
HAAAT E Co-3- D SB AE] BRL RT a BE TREAE SE HET — H3 T8IZE ES (EL. EH Co- 3-50 A 
Aen po peuz dax ER 


"ita; n — aM) 一 uix, — aA) (6-3- 16) 
m -3-10 X 9] 18 


7 一 = u^ 十 (L DS PET, m (3 i 0. Au, e p Ü 


E ! 2 
Aut! — i 1 (6-3-17) 
i] E u^ m Cx LÍ oes zm F E g) Au" a < QD 


E pra WAR. 

BRRR CE u TTE s 
Ej wa BIS SUE unt MERE ui 
与 zw 要 之 间 。 在 实际 中 常 采用 以 下 
的 充分 条 件 : 如 果 过 落 在 d $ 
ara [8], BJ AT Oso, 1 raS Ouz 
必须 落 在 um e B K a, 
<] LIA 必须 落 在 到 5j a 
x. 

由 于 格式 (6-3-12) 式 不 是 单调 格式 ,运用 以 上 给 出 的 过 程 求解 时 , 可 能 导致 单调 性 的 彼 
未, 因而 在 每 一 步 需 进行 单调 性 检验 , 若 提出 以 下 的 单调 限制 ， 


图 6-3-4 单调 限制 


= um 
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OD 第 /网 格 内 的 解 落 在 第 j— 1 与 ;1 格 的 网 格 平均 值 之 间 ; 
(2) 车 在 第 了 网 格 处 达 极 什 , 则 其 和 糙 率 沽 为 零 ; 

| (3) 车 第 ;网 烙 的 斜率 的 符号 与 其 邻 格 不 同 , 旭 也 置 其 斜率 为 零 。 

| 三 种 情形 分 别 邦 图 6-3-4。 则 很 容易 导出 下 式 

min (2 | 4/5] 2 | Au s | Aus lagn Cut) 


| CA ) mno = E Sgt. s 5 = sgn AR, = = spn A (6-3-18) 
| 0 ER 
| 若 运 用 FCT BOR BUE DU SERE, Xj — E OH C53 100 st A o 0, AERE 
| CuTt13* = u^ Ou — wi) (8-3-19) 
| 利用 (6-3-12) 式 得 到 经 过 通 量 修 正 的 音调 格式 
| gr = (Tiy 一 2 — e) — Aut. Duo (6-3-20) 
| 其 中 
| min( 77 [AG | sits LAGU" 1, [our | Jsgn Cu) 
| (Ate muna 一 2: sgnáQu2* 1,5)" = sgnAG/^ ii, 7 = sgnAu" 
| 0 Rd 
| (6-3-21) 
2 P 
ABC ou RER 
min[ 8 | CA *1,42 * (8| CAutt ia)" |e [GÀ | jsgnádu] 
CAut ues = = $4 sgnCAu7*1,)* = sgnCAm ris 一 sgnAu^ (6-3-22) 


0 其 余 
a«0 时 用 Au 5 AGCTUO BAR AGSSL27 3 AGOtGD " BIST. 
以 上 两 式 给 出 的 单调 限制 涉及 四 个 网 格 , 而 (6-3-18} 式 员 用 到 三 个 ;另外 它 对 射 率 做 出 的 
限制 比 46-3-18) 式 弱 . 可 以 通过 (6-3-18) 式 与 (6-3-21) 式 的 对 比 得 到 与 a 相关 的 单调 约束 ,a 


0 时 为 
min[ 2 Hu nl 1 Amel Eu; | ]sgnw; 
(AHT) mons 一 N S TE T Y (6-3-23. 1) 
0 其 余 
a 二 0 时 为 
min [p [Aus E [Autua | Zin | Tog] 
CA) mano == T EE T oes OUS (6-3-23. 2) 
0 RER 


实际 计算 中 经 常用 到 的 是 (8-3-18) 式 与 (6-3-23) 式 。 
Z, PPM 格式 单调 限制 
为 了 纵 出 分 识 抛 物 线 分 布 式 (6-3-13), 需 确定 eu Russ IE TETTE: u E mous RIVE 


[B unos GR THEE: ed u; Ej waa zB. 在 认 滑 区 取 
— 2T4 一 
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WE ji = UR; = Mes (6-3-24) 
JUSTE IELBS Cu C 3E xus pL REESE BOCA GR ui GO TEE T DECR] REUP AR BRCPC EE uc Rus, 
进行 调整 ,这 导致 在 网 格 边 界 上 的 不 连续 。 
具体 过 程 如 下 :定义 不 定 积 分 


Ar | ucé dé (6-3-25) 
在 网 格 边界 russi 
Ara) = Aja = iAr, (6-3-25') 
首先 做 通过 以 下 五 点 ,Ch tss 0 El 22 的 四 次 多 项 起 插值 ,再 做 微分 得 到 
M ARA 


Ac 
H^ 1 + = u^ $ + Gn = u^) 
itl’ 7 Ar, YS eru i+] J 


2A AT + år, T Ar, "T Ax ug s Arn m "—- n) 
år, + Az, 2AT, d AF +) 2AT ,1 + år Ea E 


J 


l 
m [ 
Pri 
Ka] 


AT, | + År Ar, + Ar 
一 ÅT; DATO Ar Ot + Ary 一 二 TD] (6-3-26) 


^" Az; 十 2Ari+ 
其 中 Bw; 第 7 网 格 的 平均 斜率 
cm År, 十 B 十 总 zi+1 f curs Pis x 人 ao 
| (6-3-27. 1) 
实际 计算 中 对 Ou, 作 如 下 的 单调 约束 
ming |ê, | 2] Aer] ;2 | Ausl Ign Gu) 
(ÖH) mono 一 | FT A > 0 (6-3-27. 2) 
0 其 余 
以 保证 12 莫 在 芭 与 w+ 之 间 。 车 j 网 格 落 在 间断 区 , 则 作 如 下 的 修正 


tr, tj H (Ou mm = thy (6-3-28. 1) 


Hry Hip 一 PIC = u$, (6-3-28. 2) 


当 给 出 ti 及 un.j 之 后 ,有 时 由 (6-3-26) 式 确定 的 抛物 线 分 布 可 能 在 某 些 区 域 的 取 值 不 在 u., 
与 za 之 间 , 应 加 以 调整 ,有 两 种 可 能 :一 种 是 好 是 局 部 极 值 ,此 时 以 常数 分 布 取代 (6-3-26) 式 ， 
Bp 

Hey 08 US Ug, 7 US E GO — up (ug, — 0 | (6-3-29. 1) 

另 一 种 情形 是 好 TE us, 5] #4, 之 间 , 但 太 千 近 其 中 之 一 ,至 使 抛物 分 布 可 能 取 超 出 wz 与 wx., 之 

间 的 值 。 出 现 这 种 情况 时 ,在 该 网 格 的 左右 边界 由 (6-3-267 式 确定 的 分 布 的 一 阶 导数 异 号 ,可 

DASR HEIER} | Auti < ess ,为 保持 单调 性 ,此 时 应 调整 wi 与 wa.; 中 的 一 个 。 其 作法 是 , 当 ww* 太 
TEE ug, Cup, hi TRE uL Gg; 以 使 jt1i/2 (j—1/2) lb — Er SEC E, Bp 

up,— 3u — lur, 车 Auu, D> (Aey (6-3-29. 2) 

try BU] — 2u, F Aw, C (n? (6-3-29, 3) 

= Aa 
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在 用 (6-3-28) 式 进行 修正 时 , 需 确 定 某 网 格 是 否 落 在 间断 区 ,为 此 应 给 出 间断 的 判断 淮 
则 。 文 献 [19] 给 出 如 下 的 检测 准则 :一 个 网 格 被 认为 处 于 间 斯 区 , 辱 其 解 的 三 阶 邵 数 的 差分 近 
似 是 够 大 ,而 二 阶 导 数 的 差分 近似 在 该 网 格 改变 符 号 ,一 阶 导数 与 三 阶 导 数 的 差分 近似 符号 相 
皮 , 最 后 ,; 共 间 的 网 晓 足 够 大 ,具体 过 程 是 


ug, > ur tl — 92 + puh (6-3-30. 1) 
Ug,; > uR l — 0) 二 us, (6-3-30. 2) 
7, = max(0,min Gf! (2, — 93?),1)) (6-3-30. 3) 
加 (unco HO hap 
- Aero XI Ht CT uL 1 
" 车 Oupa tja 1v — w,| — eminCIun i] 15137 0 
0 R4 
(6-3-30. 4) 


OM Wy (6-3-30. 5) 


Becr ce az 十 ar， ar 十 Ar 
TO .72 取 为 常数 ,文献 [22] 中 取 y 一 20,72 一 0.05; 和 参数 e 被 用 来 确定 解 的 多 大 的 相对 变动 
— 文献 [22j 中 了 到 e— 0. 01, xx fe] Bp 5r 34 ER A FREE ERR HG a EB 
可 以 看 出 ,MUSCL 方法 与 PPM 77 3E [EE ES ATHEA WRA EL ER SCR GT. 


6.3.3 RARE 


Godunov 3 X 7; 15 EP] 3c SE ex RE TELORL 21 [8] MRE AER AE [n] B. 38.88 ARA 
HEAR dE TRA REBSVRER. 

—., Godunov A EH 

多 维 可 上 压缩 无 精 流 动 的 欧 拉 类 型 的 求解 方法 可 以 分 成 两 类 ,一 类 是 直接 求解 欧 拉 方程 组 ; 
男 一 类 采用 各 分解 ,是 二 步 法 ,由 拉 格 朗 日 步 加 上 一 个 输 运 步 组 成 。 由 于 爆炸 力学 问题 一 般 是 
党 介质 的 ,在 关心 物质 界面 形状 时 ,采用 后 一 类 方法 较为 有 利 , 这 里 仅 介 绍 后 一 类 方法 ,所 以 从 
拉 格 朗 日 方程 级 出 发 ， 拉 格 朗 日 形式 的 控制 体积 方程 为 


m; S; Se Pnds (6-3-31) 
e 
"dr 
控制 休 是 具有 体积 V, 和 表面 积 S, 的 计算 网 格 ,n 是 其 单位 外 法 向 ,m, = ]，PdV RES CI, 


= PU - ndS (6-3-32) 


"AL UaV 是 网 格 平均 速度 , 巨 ,= "2 ple 十 LU « UV 是 网 格 平均 比 总 能 ,0.0.e、P 分 


别 是 密度 、 局 部 速度 , 比 内 能 .压力 ， 压力 出 状态 方程 一 Pipe) tAE. 
8j EUB B REH HEB 432109 E B FH 730 3E BE ER) ELEST [8] EER A C6-3-310 $0 (8-3-32) 


UP, - 
ESER 0 B LR I ENE, U. 
Godunov FER t HORE Ce-3-3 s. (6-332 sc. BRALA RIA RRF U, E, 0, 
y BUIDER SUM E EA, ENE 
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COD 法 向 速度 一 U in 

a 

=E; — 5U; U; ) 
{2) 比 内 能 ^ j7,U, t Uj "-" VALLI 
(密度 Pi WEEMEN. Wo f 
(4) Ek P, =P lenp) a p* 


Fe d [u] RT DLE BL RE 6-3-5。 初 2. AZ uis EN 
始 间 上 断 由 左边 量 Br.er. Pru 及 右边 量 CAL LLL EET A 


Qn En Pa tg 确定 ,初始 间断 被 分 解 成 一 
个 接触 间断 和 启 两 个 方向 传播 的 激 波 或 6-3-5 Sb [a] BER RC ER 
ME ILUE EARE, Bes IS] PT 3 
E A 80 25 [6] X HE EL CA A PI Luc nme ER HP BER [e] | EE CA LB AT 98 er. 
er A os' en". 
SG BE Rankine —Hugonior 关系 式 确 十 


Au, zx d- W. Ar, (6-3-33) 
AP =F W Au, (6-3-34) 
Ji etos IQ. 十 Pear (6-3-35) 


其 中 r= REER Agg =g FIRS d LRR A 十 "和 ' 干 ”中 上 边 表 示 诺 传 波 ;下 


边 表 示 右 传 波 。(6-3-34) 式 确定 了 雨 贡 尼 奥 曲线 ,WW, 是 激 波 的 传播 速度 ,在 这 里 取 正 秆 。 
对 于 稀疏 波 , 由 于 等 炉 , 易 得 


du -— 本 dp TE LI i E 
eem raresik (6-3-36. 1) 
er =F C (6-3-37. 1) 
H 
$P (6-3-38. 1) 
i 
其 中 c EEE CERRAHA REREH. E RTELERAT H 
ro za dP 
Ans = | Cdr—-c| [~ Edr (6-3-36, 2) 
! 上 f. L dr 
AP; = F VAt; (6-3-37. 2) 
Aes 一 一 i Pår (8-3-38. 2) 


Vs EATARRA BR B» PT BEI H c6-3-36., 20 ~ (6-3-38. 22 A- (6-3-33) ~ (6-3-35) 3$ 
十 分 类 似 。 采 用 (6-3-34? 式 还 是 采用 (6-3-37, DARF P 是 大 于 还 是 小 于 Ps。 ERME 
条 件 下 ,初始 间断 的 分 解 是 唯一 的 。 

对 于 完全 气体 可 以 给 出 Ws Vs 的 表达 式 


Ws 一 C[1 十 "up pcs P* Lx p (6-3-3093 
— —P IP. 
v, = cÊ lh /ts Pt <P; (6-3-40) 
2h P i=l 
= Cp. E 


—— ETT o 
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| 

| 

| 如 此 可 以 设计 一 套 渤 代 格式 , 求 出 呈 ` ,进而 求 出 w' 等 。 

| 在 求 出 P cut 之 后 ,可 由 下 述 过 程 得 出 各 特征 线 上 的 值 ， 
| 令 6 一 于 一 x 士 c, 对 每 一 点 ,计算 


| x = Sgn(f — u^) (6-3-4) 
并 定义 
| (ps Psytssesy Ms, cs) 一 (6-3-42. D) 
| COg s Pu tg eg M p cR) 
Ws = Ts = rCf.u^ = ru (6-3-42. 2) 
| xp P'—P. BüWeiE.apgECo-3-332.,C6-3-3230 30K HH e" 


| ^ 一 1 P" md ex] 
pcc [65 E W ] 


| 并 由 46-3-35) 式 求 出 e’ XERIOK IB 6^. S PREIBLUE BD P^ «LPs 时 ,可 由 微分 方程 及 状态 方程 求 出 


| c ,定义 
| ug Fog MT de c" P< Ps 
Ås A" — «4. -3- 
| 3 N n Ta p+ ~ P, (6-3-43) 
| 则 得 上 的 值 
P = Pdl odd (6-3-44) 
bad Pss ps us i As C 
而 对 ASES RRRA DRK Ha f nr d SEHUEZE OX AROR RIED 
Z. WA 


比较 激 波 关系 式 (6-3-33) E AE A R330 03x. 6-3-30 5 C6-3-37 0 R REEL R, 
前 者 可 看 成 是 后 者 的 养分 近似 . 特别 地 ,46-3-35) 武 是 积分 式 (6-3-38 ) 式 的 梯形 律 近似 。 进 一 


步 , 可 以 写 出 
AP. 
Ws = [- SE 
V. = 一 AF s/ ATs 
人 
A fs p dP 
l L dr- dr 
这 表明 


Vs = W; + OCA) (6-3-45) 

该 式 表 明 CORE REDE IR; Co-3-240 5 op PR NC E EAR A ER Co- 3-37 ) 式 的 很 好 的 
XE. AMERMAR. POR PUER A: 

VsmWs. xx ROUEN. Eh P.Colella ^fi Jp SE HH] ECAA 183m Hi. 

=Z, iht ha 

MERE BRE 2 7; ^X DR XX 2S fp RRCIRE «88 SM RARE 8 RTE EE ER 
解 非 线 性 获 曼 问题 上 花费 赤 多 ,妨碍 了 该 类 型 方法 的 广泛 应 用 ;尤其 对 于 具有 复杂 形式 状态 方 
程 的 材料 ,它们 往往 兵 其 有 列表 形式 的 状态 方程 

对 于 黎 曼 问题 ,文献 L21] 提 出 了 近 伺 解法 ,适合 于 一 般 状态 方程 且 无 需 和 迭代 , 以 下 介绍 该 
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方法 。 
大 工 粘性 方法 和 Godunov 方法 都 是 激 波 捕 提 法 ,丙种 方法 都 是 向 流 场 中 加 入 适量 的 炳 
增 , 前 者 通过 引入 入 工业 性 的 耗 散 作用 达到 ,后 者 的 粹 增 则 隐 含 在 黎 电 问 题解 中 的 激流 里 。 实 
际 上 ,由 激 波 十 贡 尼 奥 曲 线 可 以 显 式 地 导出 的 情形 ,其 形式 与 通常 使 用 的 入 工 粘性 的 形式 很 类 
似 。 正 是 利用 这 种 类 比 ,文献 [214 给 出 了 非 选 代 的 黎 曼 问题 近似 解法 。 
利用 双 波 近似 ,只 须 考虑 激流 雨 贡 尼 届 关系 
AP; = F WsAu, 


NT £A P-G—Dpe fRTE SB 


Ws = lo + Decus] + psl + Cans yy (6-3-46. 1) 
其 中 
cs 2: (6-3-46. 2) 
是 局 部 声速 。 同 样 对 简单 弹性 固体 
P-KCE — 1) (6-3-47) 
^H 
Ws = fs | Asus | 二 esles + Gr Au” (6-3-48. 1? 
cs = K/ pa (6-3-48. 2) 
cs HERRAR TUAH MARWA OREA H 1-5) 2 f. 
在 极限 情形 ,对 强 激 波 
AP, = £ z lo Qu 多方 气体 (6-3-49. 1) 
AP; = psCAus Y 55 PE [8] f (6-3-49. 2) 
Xj 8818 UN. 
AP; = pscs | Aus | (6-3-50) 
对 多 方 气体 和 弹性 固体 ,cs 分 别 取 (6-3-46. 2233 6-3-48, 22 3k. 
大 工 精 性 的 作法 是 ,在 压力 中 引信 
P=P+g (6-3-51) 
最 先 引 人 的 是 Yon Neumann 二 次 粘性 
q; 一 aJ gC Az)! 2 = aj p(Au)* . (6-3-52) 
其 中 ae REED 2. EX Landshoff 又 引 估 线性 形式 的 大 工 烙 性 
q, 一 ajpcár | w% | = arp | At | . (6-3-53) 


其 中 上 是 当地 音速 ,ar 是 常数 ( 约 为 1}。 人 工 精 性 在 Auc0 区 域 置 为 零 。 
比较 (6-3-49) 与 (6-3-52) 式 (6-3-50) 与 (6-3-53) 式 ,可 以 发 现 两 者 是 多 么 相似 。 文 献 [24 
还 由 此 导出 人 工 粘性 的 系数 。 通 常 使 用 的 天 工 粘性 是 两 者 之 和 
q = qi F qs = as PAn) + arpe | Au | (6-3-54) 
EKM « QUT RE XE LBRCU RI DLE, BRL S 
: — a9 — 
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Ws = pslas + As | Ats D (6-3-55) 
其 中 as 与 4s 是 待 确定 的 材料 相关 的 系数 。 
机 如 ;对 多 方 尘 体 或 弹性 固体 ,C6-3-46. 1) (8-3-48. 1) 式 可 以 写成 . 
W, = osixiGües/|xl (6-3-56, 1) 


G(y) 2 1 + O d y! Y^ Q €oy «o0 (6-3-56. 2) 
IlGc DAD 多 方 气体 
la| = i (6-3-56. 3) 
E | Az; | 弹性 固体 | 
而 
Pa " zy 1/2 
G(y)y- 1 + (44 y[1— P T 9 
E NES NEM NM MS 
=2 +y- if; 20T»* 
3t— prp 
Gon s=2+ y (6-3-57. 1) 
Ws gs(es 十 2 (6-3-57. 2) 
由 《6-3-55) 式 ,as 与 As DAEAR aA URL ELA 
2m Jug 2 (6-3-58) 
| As | /C 9-90 Ps 
MEM Ws " 
JA; m lAn] | (6-3-59) 
由 R-H 关系 式 可 导出 
aP P, 3P 
ds = Cg = L3 Nas 27 xl | (6-3-60) 
PE m — £i Ps]. (6-3-61) 


Aus p Ne Di os — 1 
即 as 是 局 部 音速 , 4s 与 强 激 波 极 限 下 的 密度 比 相关 ,因此 as 5j As 可 由 状态 方程 及 R-H 关系 
AC. 
对 一 大 类 材料 ,其 在 无 相 转 变 时 状态 方程 可 拟 合成 直线 
Hs = Qs + Ast, | (6-3-62) 
Hob us 是 材料 中 激 波 传播 速度 ,ws 是 对 应 的 波 后 粒子 速度 。 如 对 6061 钼 ,as 一 5. 35km/s (4, 
一 1. 34. 519] 24 FE CUR SU EO DS OR 


Ap, = p,(a, + A, | Au, D Au, (6-3-63) 
时 ,是 准确 的 。 | 
在 建立 了 近似 激 波 雨 贡 尼 上 奥 关 系 以 后 ,就 可 以 来 求解 黎 坡 问题 。 对 于 右 传 波 
P" — Pg = prlan T AgAÓug) Aug (6-3-64) 
BT ox teuc e Ru E JE ABE ERU IER RES. RI. p SS PUE 
u” ZR aui. = Ug — m E (6-3-65) 
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下 成 立 。 在 数值 计算 中 采用 下 式 , 把 它 推广 到 所 有 的 


dm 一 P',y = OgÁg |u* — ugs | Cu’ 一 min) (6-3-66. 1) 
P = Fa E T prar [As (5-3-66. 2) 
同样 对 左 传 波 
P' P: = -一 p Car. — Ar Aur Au (6-3-67) 
ET pur D uE Fe] DX JE, P8 dir 2X B5 o RES HARA 
. + E Hg. 
u Sm = UL San (6-3-68) 
在 数值 计算 中 采用 
P* —P', —— p,AÀL|u"' — ul" — ug? (6-3-69, 1) 
P', = P, — pal A, (6-3-69. 2) 


M (6-3-66. 1) 式 与 (6-3-69. 1) 式 消除 P' 得 
DBRÁR|M' — Hmn] CH” — uma) 十 PrALÍuT — tma) CE" — ua) + P'.— Pi=0 
(6-3-70) 

REKT u 的 二 次 方程 。 通 过 假定 (一 an) 与 tw 一 iax) 的 符 导 可 得 四 种 情况 ;每 种 情况 中 
有 一 个 根 可 以 预先 排除 ,余下 的 四 个 解 中 愉 有 一 个 符合 美 于 Cx? Tun EGU 一 wi%,) 符 号 的 假 
定 , 如 此 可 得 唯一 解 ， 进 而 可 求 出 己 * 等 。 

以 上 的 过 程 还 可 以 处理 空 穴 生 成 . 给 定 材 料 可 以 抵抗 的 最 太 拉 应 力 ( 如 空气 为 0) ,在 求 出 
P ”大 于 最 大 拉 应 力 时 , 置 己 "= 一 0, 由 (6-114. 1) 式 与 (6-3-69, 1) 式 就 可 求 出 两 个 分 开 的 边界 各 
和 目的 运动 速度 。 

利用 上 述 黎 曼 问题 近似 求解 方法 ,在 洛斯 " 阿拉 莫 斯 国家 实验 室 编制 了 三 维 Gudonov 型 
的 ALE F CAVEAT], CAVEAT 按 (Cz,yz) 三 个 方向 求解 三 个 一 维 艇 蜡 问 题 ,由 于 其 所 
采用 的 束 受 求解 算 子 是 非 迁 代 型 的 ,所 以 其 计算 量 大 约 与 用 人 工业 性 法 相当 。CAYVEAT 具有 
重 分 网 格 的 功能 ,可 以 启动 重 分 功能 移动 网 格 点 ,从 而 维持 网 格 的 等 间距 , 通过 选择 有 是否 连续 
重 分 可 以 得 到 纯 欧 拉 或 拉 格 崩 日 型 的 算法 ,CAVYEAT E ALE 型 算法 , 适 于 大 变形 计算 。 它 是 
显 式 方法 ,时间 一 阶 , 空 间 一 阶 或 二 阶 精度 ,并 采用 了 通 量 修 正 技术 ,对 强 激 波 模 拟 时 ,典型 的 
激流 宽度 是 两 个 或 三 个 计算 网 格 ， 


6.3.4 一 维 拉 格 朗 日 型 MUSCL 格式 


一 维 拉 格 朗 日 型 方程 组 为 
US aq, 
7 - om 
ERUS, u, EY fU = eau Pr uP h= Oar P/r O ru E 分 别 是 比 容 ,; 速度 ， 
比 总 能 ,mm ERRER BE p=1/r, EJ P= Dpes IET E e E 2. a 在 平面 、 轴 对 称 
和 球 对 称 时 分 别 取 0,1,2。z 是 空间 坐标 ,满足 常 微分 方程 时 一 “my 六 ,空间 坐标 < 体积 坐标 
V 与 质量 坐标 之 间 关 系 为 


(6-3-71) 


dm = ro5udr-r'dV (6-3-72) 
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对 完全 气体 , 拉 格 朗 日 音速 和 一 上 Pr PA ahi j 
£ 


zu cg = 人 0 (6-3-73) 
de — aP amr 0 0 61 P rt ! 
Cy 0 Ux) "C534 C E Lc (6-3-74) 
du aP poy 9 aP, aurC 
E que a (6-3-75) 
t" AR ; 网 格 守 便 量 忆 的 质量 平均 为 
U” = | (m tdm (6-3-76) 
其 笠 率 为 
AUS -— L^ Lus m U^ us (6-3-77) 
在 拉 格 朗 日 格式 中 ,采用 压力 而 不 是 比 总 能 较 方便 ( 比 总 能 在 remapping 7b rp RHSID ,有 
e= E) — quw) (6-3-78) 
P" = Pr. (6-3-79) 
Ae = AF” — wA (6-3-80) 
AP* — Pi 2 E (6-3-81) 
ej r 
MUSCL"* F 3 45 H3 8 HADE AH ARA AED 
Diea = O F AUI rn (6-3-83) 


这 里 上 中 用 P REE. MUSCL UEFA ERARE [81 LET ER P resa e Tees 
v"———— 为 了 得 到 一 个 时 间 步 内 的 平均 效应 , 需 给 出 


PE gei" 
Da 的 时 间 变 化 率 | T) Z sm] ,这 是 由 特征 方程 (6-3-73) 一 (6-3-75) 式 
yiz à COO yap "id Hi’ 
给 出 的 
Ee T a ES 
2 Came X us mur HPUPTU OA C ami aint 
r'—r ‘ar ar & 
EE 7 -一 一 一 cup qm -—— [4 (TC wu rt ) | 
nal AT NN TNAM Tit LAW jt,+ 
(6-3-84) 
u 1 ES E 1 aP 
M pe cox, A 
| rs Can. - a au IHLE FEUDO am C dm j+- 
Fl p" — t a "E z| 
iu 2i 4r NN em 2 dU yap - 
[5 y c 十 ut DE am (6-3-85) 
Ts 1/2 
x; | : 
— -一 = 0 (6-3-86) 
| Æ 1371/2 a | ml. 


其 中 W cus s d 8E E75 o f E CR 
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若 以 半 时 间 步 上 的 值 作为 时 间 平 均值 , 则 可 得 以 下 过 程 


A 
Ha = Uha HE, (6-3-87) 
rrl/s.u 
"n nu 1 ^ 
EET = Fuel ds wit (6-3-88) 
其 中 Ure mU eg vt = Pha m Pi 于 是 可 得 到 下 一 时 间 步 空间 坐标 及 
体积 坐标 
XA ;— Xuuagd ur pi (8-3-89) 
Via — Goll4Mt!/(a d 1) (6-3-90) 
对 方程 (6-3-72) 式 积分 得 
Kie =y 
m l 
e (6-3-91) 
Pi 十 一 y" 一 rm 十 172 "peri es ( "Es pati = 1 
F J Am Hbi 1l; gl j—-i/2 2 CP, 1 
J 
T r moo oH (6-3-92) 
E e — Lt el a (6-3-93) 
T MENDES 
$ dri" 
tiur 二 Unas Z m. (6-3-94) 
7 ? 
url, 一 下 ”十 M At 
ri HEN xl. (6-3-05) 
了 十 1 : 
n u aP i 
uy = Phas z5 ES "T (6-3-96) 
J 
Art m Ml — m Db (6-3-97) 
Aut! — wt, — wttla (6-3-98) 
Apri = phil.— pH. (6-3-99) 


若 需 变 回 到 欧 拉 网 格 , 则 4z: 需 变 回 到 AET* 
在 以 上 的 计算 中 ,为 了 保持 单调 上 或 正 值 法 ,MUSCL 方法 对 每 个 网 格 内 的 物理 量 的 斜率 
司 出 限制 。 在 每 个 拉 格 朗 日 步 的 开始 ,利用 (6-3-18) 式 引 人 的 限制 
min[2| AL7.,5],21 A | | L7] Jsgn CAU) 
CALI) e = d sgn CAU 4) = sgn lAa) 一 sgn(Sm) (6-3-100) 
0 其 余 
Kip U-Gu, PY, 
在 进行 回复 到 欧 拉 网 格 的 EM 步 时 ， J 
min[ | ACT Tis. | AUI d, | Art | Jsgn (A+) 


— -- el NE E 
(AL ou E -— i: — 
4i sgn (AL ia) = sgnC AU" 114) = sgn (AUT *1) 


0 其 余 


(6-3-101) 


其 中 
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Hits 一 Hun 
Sel == ZEE COE (6-3-102) 
了 


是 j 网 格 通 过 边界 /十 172 的 质量 所 占 质 量 份额 。 其 中 UV Bes E. U AN c ERA Ant 的 改 


恋 会 导致 质量 份额 的 改变 ,从 而 及 反馈 到 (6-3-101)? 式 中 。 代 之 以 Apj"' 的 单调 限制 ， 且 以 体积 
份额 取代 56-3-101}) 式 中 的 质量 份额 ， 
如 前 所 述 ; 和 象 (6-3-100) 式 这 样 的 通 量 限 制 存在 Clipping 效应 ,于 是 代 之 以 较 弱 的 限制 
min( 2|U511, — EH, 
LIETE — Uie t [UTE — Utia l| enU i — Ust 
F sen (Uthe — UTD = sga U — U7*14) = sgn Utia — Uta) 
0 RR 


(AUT D, — 


(6-3-103) 
文献 [18] 提 出 的 MUSCL 格式 难以 处 理 很 强 的 激流 ,文献 [27] 提 出 了 改进 的 MUSCL 格 
式 ,采用 一 步 欧 拉 方 法 ,可 以 处 理 强 激 波 。 


6.3.5. 一 维 拉 格 朗 日 型 PPM 格式 


—PEBL BH H 23 PPM 方法 同样 分 成 三 步 :物理 量 的 分 段 抛 物 插值 ;初始 同 断 的 分 逢 ;时 
间 推 进 求解 。 其 出 发 方程 组 与 6. 3.4 节 相 同 ， 

物理 量 的 搬 值 步 按 6. 3. 1 节 的 46-3-13) 式 及 6.3.2 节 中 所 描述 的 过 程 进行 ,所 未 同 的 是 
此 时 采用 的 是 质量 坐标 ,而 网 格 平均 量 分 别 权 己 , 妈 和 已 。 采 用 己 而 不 是 五 是 为 了 在 拉 格 朗 
H 2b "P. 圭 激 波 附 近 的 阿 格 对 了 进行 播 值 计 算 时 ,应 用 前 述 的 单调 银 制 ,从 而 更 好 地 表征 激 
UE. 间 样 ,压力 的 阿 格 平均 值 P5 是 由 状态 方程 给 出 的 .在 求 物 理 量 的 插值 式 时 ,无 需 利用 (6-3- 
30) 式 给 册 的 则 姑 检 测 ,因为 在 拉 格 朗 日 步 的 计算 中 ,接触 间断 是 自动 保持 的 。(5-3-30) 式 在 
remapping 25 ep fi Fi. 

PPM DRMR EEDI- MUSCL HEDE. CUAR RLA ER PICO DC P 88 0E ELA S 
初始 值 , 由 (6-3-7) 式 


Ur. = S hyg ACA") (6-3-104. 1) 

U^ iae 7 Fang ACCTGUAT) (6-3-104. 2) 
HipU-—ruP.gUU—UTANC 是 音 阻 抗 ， 

se. GEut! c Gra (6-3-105) 


”TN 
利用 双 波 近似 求解 该 黎 曲 问题 ,可 得 出 了 1s,a%i1: 等 。 其 过 程 可 表示 成 图 6-3-6;a) 表示 网 格 
边界 的 两 个 惊 赖 区 是 在 时 间 步 的 结 吡 声波 传 到 的 界面 ;5) 表 示 用 质量 平均 值 代 着 芮 个 恢 赖 区 
内 的 分 段 抛物 分 布 :c) 表 示 袭 腊 问 题 的 解 ,图 中 所 示 左 传 和 右 传 的 分 别 有 是 稀疏 波 和 激 波 . 
最 后 对 守恒 方程 66-3-711 式 进行 差分 近似 ,可 得 下 一 时 刻 的 网 格 平均 值 等 


X^ lin 一 一 Tp 十 Mg (6-3-106) 
yaa = GER Gt 
("t " I (r^ 4-1 Pu c] 
Du MM i? 1— 1/2 sie 
n TEIT (6-3-108) 
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LÁ —Mu— 0 — 
hi C1 A! C] + 


(a CC) 


图 6-3-6 PPM 1X 3€ & Io] REOR EROR ES 


Hu 


At 
Pu zx! ji = C us an Aj ag) Am. CP aas EE Pian? (6-3- 109) 
n" I 


" T at " " » #4 * * k 
B 一 E 2 LL val je dede — A veu Pes hag) (63 一 11€) 


如 此 完成 一 个 拉 格 朗 日 步 ， 

文献 [22] 比 较 了 Godunov 类 型 方法 .ETBFCT、 人 工 粘性 型 方法 的 精度 .Godunoy 类 型 方 
法 包括 了 PPM 方法 .MUSCL 格式 与 Godunov 格式 ,其 中 PPM 法 分 一 步 欧 拉 法 与 拉 格 朗 日 
一 歌 拉 法 两 种 ;ETBFCT 即 前 曾 介 绍 的 FCT 格式 ;人 工 粘性 法 选取 了 两 步 法 的 BBC 格式 和 
MacCormack 格式 。 用 上 述 各 方法 对 一 维 冲击 波 相 互 作 用 问题 进行 了 得 氢 。 其 初始 条 件 如 下 ; 
长 度 为 1.0 的 一 维 管道 内 充满 了 =1.4 的 密度 p=1.0 的 静止 多 方 气体 , 两 端 为 刚性 壁 条 
件 , 初 始 压 力 条 件 为 | 


1000 0,0 x. rx.0.1 
P —40.01 0, ] «rx 0.8 
100 0.9 €. rx. 1.0 


在 以 上 所 给 的 初始 间断 条 件 下 的 流动 现象 将 是 十 分 复杂 的 ;两 道 强 濑 流向 中 心 传播 ,并 相互 作 
用 ,形成 新 的 接触 间断 :向 两 痊 传 播 的 稀 朴 波 在 反射 壁 作 用 下 形成 反射 ,并 与 激流 相互 作用 , 形 
成 十 分 复杂 的 波 系 结构 。 该 问题 党 用 来 检测 数值 方法 的 精度 各 可 靠 性 。 用 上 述 方法 对 该 问题 
模拟 的 结果 表明 :PPM 方法 ‘包括 一 步 法 和 两 步 法 ) 精度 最 高 , 以 下 依次 为 MUSCL, 
ETBFCT,BBC,MacCormack 格式 ,Godunov W at., $$ PPM 这样 的 高 阶 Godunov 25 3 $53 7j 
法 ,由 于 采用 了 流动 参量 的 高 阶 表 达 , 所 及 对 流动 中 不 连续 区 域 网 格 边界 上 通 量 的 精心 计算 ， 
达到 了 高 精度 ， 


86.4. 数值 网 格 生成 


流体 力学 数值 计算 总 是 要 在 一 定 的 求解 域 求解 一 个 偏 微分 方程 组 的 初 边 值 问 题 。 在 数值 
求解 该 偏 微 分 方程 组 时 ,能 否 准 确 地 表达 边界 条 件 ; 是 数值 计算 能 否 成 功 的 一 个 重要 因 染 , 它 
关系 到 数值 解 的 精度 及 方法 的 收 侣 性 ， 
众所周知 ;有限 元 方法 易于 处 理 任意 求解 域 ,对 于 有 限 差 分 方法 ,边界 条 件 的 数 秆 表达 往 
往 取 决 于 举 标 系 的 选取 ,在 传统 的 方法 中 , 委 裔 取 笛 卡尔 华 标 系 ,对 于 复杂 边界 ,难于 精确 拟 合 
边界 形状 各 表述 边界 条 忻 。 对 于 曲 边 界 , 往 往 用 锯齿 形 边 界 来 拟 合 真实 边 盎 ,由 于 边界 点 未 必 
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是 网 榈 点 ,边界 条 件 需 用 播 值 法 或 其 它 近 伺 方法 给 出 ,从 而 不 可 避免 地 要 引入 误差 ,使 计算 精 
HE FEE IE M AEREE E. 

曲 边 边界 问题 邵 复 末 几 何 形 状 癌 题 是 计算 力学 面临 的 重要 课题 之 一 . 近 些 年 来 ,发 展 了 很 
雪 处 理 曲 按 界 的 方法 ， 在 一 般 的 差分 方法 中 ,一 个 十 分 自然 的 选择 是 采用 贴 体 坐 标 系 ,使 物 面 
边界 点 成 为 网 格 点 ,这 样 , 狄 利克 鞠 条 件 可 以 准确 给 定 ,Neurmann 条 件 也 只 须 使 用 普通 的 差分 
离散 就 可 表达 ,从 而 提高 了 表达 物 面 边 寞 条 件 的 准确 性 ， 

采用 贴 体 坐标 系 (body-fitted coordinate system) 计 算 偏 微分 方程 边 值 问题 的 关键 是 如 何 
生成 网 格 .能 生成 既 与 物理 特性 相 适 应 又 便于 计算 的 网 格 , 可 以 使 定常 问题 计算 过 程 中 的 迭代 
次 数 大 为 减少 ,数值 解 收 人 鳃 加 快 ,从 而 太太 节约 机 时 。 经 过 近 20 年 的 发 展 ,已 开发 了 各 类 高 效 
的 网 格 生 成 技术 ,基于 贴 体 坐 标 系 的 网 格 生 成 技术 这 年 来 已 广泛 被 有 限 差 分 法 所 采用 ,可 以 
说 ,数值 出 格 生 成 技术 大 大 完善 了 有 限 差 分 方法 . 

本 节 和 下 节 将 对 常用 的 网 格 生 成 技术 进行 简单 的 归 类 和 介绍 ,读者 若 想 详细 了解 网 格 生 
成 技术 ,可 和 参 着 文献 [28」,[L29j 和 [30_。 


6.4.1 网 格 生成 的 基本 作法 


为 简便 起 见 , 以 下 只 考虑 二 维 问题 。 

采用 贴 体 坐标 系 求解 偏 微分 方程 组 ,总 是 希望 找到 某 种 坐标 变换 ,通过 该 变换 把 物理 平 
面 , 设 其 上 有 第 卡 尔 系 4z ,3 六 当然 也 可 从 别 的 坐标 系 出 发 ) 变 到 计算 平面 他 ,7 使 物理 平面 
内 不 规则 的 求解 域 变 到 计算 平面 内 规则 的 求解 域 , 一般 情形 下 是 变 柳 到 矩形 域 ,有 时 了 世 可 灾 到 
其 它 规 则 域 ,如 圆 域 ;并 使 曲 网 格 次 到 让 网 格 、 曲 边界 变 成 直 边 界 , 即 在 物理 平面 内 建立 了 曲线 
举 标 系 , 所 有 的 边界 都 成为 坐标 线 , 在 引 作 巾 导 坐标 系 后 ;对 控制 方程 组 进行 同样 的 变 措 ,数值 
计算 在 具有 规则 求解 域 的 计算 平面 内 进行 ，。 

由 于 数值 计算 是 在 计算 平面 内 进行 的 ,数值 离散 过 程 很 简便 , 凶 种 在 第 卡尔 党 标 条 下 发 展 
起 来 的 算法 都 能 方便 地 运用 。 即 便 对 非 定常 问题 ,物理 平面 内 坐标 线 随时 间 变 动 ,求解 域 积 网 
格 边 界 也 随时 间 变 化 ,如 果 求 解 的 是 变形 体 的 绕 流 问题 ,因为 计算 面 内 的 网 格 是 不 变动 的 ,这 
类 问题 处 理 起 来 也 很 便利， 此 时 物理 面 内 的 网 格 变 动 反 应 在 变换 关系 式 中 ， 

网 格 生 成 过 程 同样 是 在 计算 平面 内 进行 的 。 把 物理 平面 内 一 个 单 连通 域 D 通过 
正 变换 T. F=Elr., y) 

| =y) (6-4-1) 
或 道 恋 换 了 -1 ;| r=) 

| ?一 了 (人 77) (6-4-2) 
变 到 计算 面 上 规则 单 连通 域 D’, 变 模 的 存在 性 一 般 可 由 歼 曙 存在 定理 保证 ,对 于 多 连通 物理 
域 , 还 需 引 人 入 工 边 界 一 一 分 支 割 线 , 把 多 连通 域 变 成 单 连 通 域 ,如 图 6-4-1 所 示 。 

在 计算 面 内 网 格 是 第 形 的 ,生成 物理 面 内 的 网 格 , 是 以 zyy JAFE Sum 为 自 变量 ,给 出 
计算 而 内 各 边界 上 roD .yt 7) 的 分 布 , 依 不 同 的 方法 生成 矩形 城内 的 (89773087)， 即 
求 的 是 道 变 换 式 (6-4-2)。 册 于 在 一 般 情 形 , 变 换 的 解析 表达 式 难以 求 出 ,通常 只 能 采用 数 慎 方 
法 进行 ,在 求 出 变换 了 1 后 ;从 计算 面 司 ,的 等 扯 网 格 线 $==const 和 2-—const, Bl RT Bj zik 
成 物理 面 (x;y) 上 的 网 格 及 节点 ,这 就 是 数值 网 格 生 成 。 
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物理 平面 iA» xn 
图 8-4-1 Rp 4: E n] o EET 
6.42 网 格 的 一 般 分 类 


对 当前 基于 贴 体 坐标 系 的 网 格 生 成 技术 ,可 以 按 其 最 终生 成 的 网 格 的 拓扑 特性 ,也 可 以 按 
生成 网 格 的 方法 来 进行 归 类 ， 
从 网 格 的 拓扑 特性 看 ,可 以 分 为 规则 与 不 规则 两 类 网 格 。 规 则 网 格 一 般 是 四 过 形 的 ,适合 
于 差分 运算 ;常见 的 有 五 型 ,OQ 型 .C 型 以 及 它们 之 疗 的 组 合 形 式 ; 不 规则 网 格 包 括 诸如 三 角 
JE . VU Bi f£, Voronoi 形 60 等 形状 ,主要 用 于 有 限 元 计算 , 也 可 用 于 拉 格 并 日 型 的 有 限 差 分 方 
法 。 儿 种 典型 的 网 格 如 图 6-4-2. 
在 有 限 差 分 法 中 ;采用 何 种 类 型 的 网 格 , 既 取决 于 所 考虑 的 流动 问题 的 特性 ,也 取决 于 边 
界 的 几何 特性 ,常常 还 与 所 采用 的 差分 算法 有 关 ,. 在 给 定 边 界 形状 ; 选 定 差分 算法 后 ;网 格 类 型 
的 选择 往往 直接 影响 着 数值 解 的 收敛 性 能 ， 
按 生 成 网 格 的 方法 来 划分 ,可 以 分 成 显 式 方法 与 隐 式 方法 两 大 类 。 应 用 显 式 方法 生成 网 
格 , 其 网 格 生 成 过 程 与 符 求 解 的 物理 问题 控制 方程 组 的 数值 求解 过 程 各 自分 着 独立 地 进行 ;应 
用 隐 式 方法 生成 网 格 , 则 网 格 生成 过 程 与 物理 问题 的 模拟 过 程 是 耦合 在 一 起 的 ， 对 前 者 ,物理 
问题 药 模拟 是 在 已 生成 的 网 格 上 进行 的 ;对 后 者 ,在 计算 过 程 中 不 断 调整 阿 格 , 最 终 的 网 格 在 
计算 完毕 才能 得 到 。 当 然 , 即 便 对 显 式 方法 ,在 生成 网 格 的 过 程 中 也 应 该 考虑 所 要 模拟 的 物理 
问题 的 特性 ， 
对 显 式 、 隐 式 网 客 生 成 方法 ,又 可 分 别 被 分 成 以 下 一 些 类 型 ， 
| 代数 方法 
保 角 变换 法 
E wi | 椭圆 型 方程 法 
xam mà 型 方程 法 
抛物 型 方程 法 
动 网 格 技 术 
ae 自 适应 网 格 法 
流 线 坐 标 法 
目前 太 量 采用 的 是 显 式 方法 ,本 节 将 对 显 式 方法 及 动 网 格 技术 作 简 单 介 绍 , 目 适 应 网 格 在 
下 节 介 绍 , 流 线 坐 标 法 可 参见 文献 [31), 由 于 流 线 坐 标 法 还 未 达到 实用 阶段 , 放 本 书 不 做 介绍 ， 
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Bs 
TII 


E 6-4-2 JL n RO ERR EE 
(a) H SIC OI C00 C Hidd) Voronoi 型 


6.4.3 RRENA 


由 于 引入 了 曲线 网 格 , 在 对 俩 导数 进行 有 限 差分 运算 时 ,其 截断 误差 与 笛 卡 尔 坐 标 系 下 均 
匀 网 格 时 大 不 相同 ,有 必要 进行 分 析 ， 

在 曲线 坐标 系 中 ,差分 表达 是 先 把 第 卡尔 坐标 系 下 的 偏 导 变换 成 曲线 坐标 系 下 的 偏 导 (与 
变换 关系 式 有 关 ) ,曲线 坐标 系 下 的 入 导 可 以 在 计算 平面 内 的 均匀 直 网 格 上 进行 差分 表达 。 对 
尔 卡 尔 坐 标 系 下 的 均 习 网 格 分 布 ,截断 话 产 随 网 格 点 空间 嘻 距 的 减 小 而 减 小 ,对 于 非 均 名 的 网 
格 点 分 布 ,情况 远 为 复杂 ,此 时 局 部 网 格 点 间 醒 的 减 小 可 以 通过 两 种 方式 得 至 :增加 总 体 网 格 
点 数目 ,保持 网 格 点 分 布 形式 不 变 ; 或 者 保持 总 体 网 格 点 数目 不 变 , 而 改变 网 格 点 的 分 布 形 式 ， 
误差 分 析 表 明 , 对 前 一 种 情 帝 , 即 网 格 点 分 布 的 相对 形式 不 变 时 ,截断 误差 与 网 格 点 数目 的 平 
方 成 反比 , 即 网 格 点 数目 增加 一 售 时 ;截断 误差 为 原来 的 四 分 之 一 ;这 时 的 截断 误差 分 析 上 共有 
整体 的 意义 。 对 于 后 一 种 情况 ,保持 阅 格 点 数目 不 而 改变 网 格 癌 分 布 形式 时 ,由 于 某 一 局 部 网 
格 后 的 增多 ,必然 好 致 瑟 一 局 部 网 格 扣 的 着 少 ,这 时 其 截断 误差 的 分 析 县 有 局 部 的 特征 。 

视 生成 网 格 方 法 的 不 同 ,变换 关系 可 以 以 子 数 形式 给 出 (如 初等 变换 ), 也 可 以 数值 形式 给 
出 (如 微分 方程 法 ,各 种 稳 式 方法 ) ;对 变 措 矩阵 中 各 量 也 可 以 准确 地 或 数值 地 表达 。 截 断 误 差 
的 分 析 表 明 , 对 变换 关系 式 中 各 偏 导 数 (x;、ye、zs、yw) 用 与 沙 数 偏 导 同样 的 差分 式 来 表达 时 ,上 反 
而 比 用 精确 的 分 析 表 达 式 草 为 有 利 。 对 于 一 维 情 形 
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对 ft 取 中 心 差分 ,而 r 准确 表达 时 (4 一 1) ,其 截断 误差 为 
I Tee l 1 ; 
d Exe 6 u^ = PEL = ras PM (6-4-4) 


而 对 er 均 取 中 心 差分 时 ,截断 误差 为 


1; = Draf a — TGotf.. (6-4-5) 


BI x 的 数值 表达 消除 了 对 其 淮 确 表达 时 截断 误差 的 第 一 项 ,与 /本身 有 关 的 量 。 ET T: 的 
表达 式 中 的 最 后 一 项 ;对 于 均匀 网 格 点 分 布 同 样 存在 ,而 了 中 的 前 两 项 及 了 的 前 一 项 , 则 是 
由 于 网 略 扣 的 非 均 分 布 引 起 的 ， 
由 6-4-4) 式 可 忆 看 出 ,要 使 差分 格式 保持 二 阶 精度 ,需要 one Gn? FRIBT xe Go [8 
阶 , 调 且 对 物理 解 变 化 剧烈 的 区 域 , 即 其 李 身 偏 导 较 太 的 区 域 ,x: 应 相应 较 小 , 即 网 格 点 分 布 
应 较 密集 ， 
由 (6-4-8) 式 可 以 看 出 ,7 了 ; 的 第 一 项 与 图 数 的 二 阶 导 数 成 下 比 , 和 代表 着 数值 耗 散 ,而 其 系 
数 与 网 格 扩 空间 间 蚜 的 变化 率 有 关 , 所 以 该 数值 耗 散 项 可 能 取 负 第 而 导致 不 稳定 ,出 于 这 种 考 
就 ,网 格 点 空间 间 细 的 变化 不 宜 过 太 , 否 则 将 引入 较 太 的 误差 。 
对 于 二 维 情 形 , 一 阶 妃 导 
Fa (39 一 37 (6-4-6) 
其 中 J 是 变换 的 雅 可 比 行列 式 
J = Te 一 XQ: (6-4-7) 
同上 ;对 其 中 各 偏 导 均 取 中 心 差分 表示 ,可 得 其 截断 误差 


1 l 
T ot = Tyrree) a ES 2m m Yee) T 


l 731 
E 5 Lt — X) — Xwyuyg 一 Ved f 


十 RA XBIEERS — Dri (6-4-8) 
同一 维 情形 的 分 析 一 样 ,为 了 保持 差分 式 的 二 阶 精度 , 则 (以 下 一 Cry)) 
d Ye E ES 
nU ont dn)? Je? 


MEATH HATAR] EITI LE EST EAEE E A A Bo] UWE 0 79 5.9 坐标 线 的 夹 角 ， 
则 应 限定 ctg? 有 界 , 即 |ctg2l sj, 则 > 应 满足 


g= P S ggl rl (6-4-9) 
若 进 一 步 对 高 阶 导数 进行 分 析 , 则 可 知 要 保持 差分 精度 ,还 应 使 


Tu DES 
rel * dns] irel * dns] 
有 界 。 

6-4-9) 式 表明 ,网 格 应 尽量 你 持 正 奖 性 。 对 此 还 可 做 以 下 的 局 部 分 析 , 在 如 图 6-4-3 所 示 
的 平行 网 格 中 ,有 

TQ— X47 Xp — Ya — yem U 
于 是 (6-4-8) 式 变 成 
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了 一 一 La E a ag i swf — ru.) (6-4-10) 


Ei FER yere =cetgf 上 式 为 " 
T 一 一 Taf. e TOf, 一 rgl.)ctgó (6-4-10) 
式 中 第 一 项 对 正 交 网 格 也 同样 存在 ,而 后 而 的 项 是 由 于 网 烙 的 非 E 
正 交 性 引起 的 。 网 格 偏离 正 交 性 越 大 ; 则 截断 误差 越 大 ;在 边界 附 ~ 
MK Hj 18825 4r dE1E 2E FE S ENRERE ArE. 
zx EATE. WR R AUT B4. h h FEA EE ZERO fé 
引起 的 误差 ,应 该 : 图 -4-3 平行 网 格 示意 图 。 C 


(12 使 网 格 分 布 尽 可 能 光 清 ; 

(2) 使 网 格 尽 可 能 正 交 ; 

(32) 使 网 格 点 在 物理 解 变化 剧烈 区 相对 害 集 。 

在 数值 生成 网 格 时 ,常常 要 考 虚 以 上 所 点 , 靶 网 格 的 闪 滑 性 、 正 交 性 及 自 通 应 性 ，。 


6. 4.4 网 格 生 成 的 代数 方法 


代数 方法 是 生成 网 格 的 添 速 方法 ， 其 优点 是 简洁 .方便 、 无 需求 解 偏 微分 方程 组 ， 其 缺点 
是 对 复杂 区 域 还 存在 困难 。 

用 代数 方法 生成 网 格 , 边 界 点 上 网 格 点 分 布 可 以 概 据 需要 选取 ,但 一 般 难 以 保证 网 格 的 正 
区 性 ;其 生成 网 格 的 光滑 度 一 般 低 于 椭圆 型 微分 方程 生 或 的 网 略 ;在 代数 方法 中 可 以 控制 网 格 
的 分 布 , 代 数 方 法 可 用 来 处 理 边界 较 简单 且 较 光 清 的 情形 ,也 可 作为 其 它 需 用 迭代 法 求解 才能 
生成 网 格 的 方法 的 初始 解 。 

一 ,初等 变换 方法 

初等 变 拉 方法 是 天 用 初等 函数 (如 指数 函数 ,三 和 角 隙 数 等 ;作为 变换 隆 数 ,例如 指数 函数 可 
用 来 处 理 无 穷 远 边界 ,还 可 用 来 控制 网 格 的 分 布 ， 以 下 的 变换 


gm 
| e" — 1 (6-4-11) 


id e* 一 1 


使 网 格 问 ?一 0 相对 密集 ,如 图 6-4-4 
所 示 。 其 中 * 是 可 调 参数 洗 越 大 , 蜜 ” 
RERA. Aym i 是 物 面 , 则 可 达到 


在 物 面 附近 网 格 线 相对 密集 的 目的 ， 
例如 在 处 理 边界 层 流动 时 。 这 种 变换 

还 可 用 于 向 多 条 坐标 线 集中 或 向 某 国生 各 本 本 

E THEE 


2. Yp E jp Hermite 变换 j t 
典型 的 前 切 变 换 如 图 6-4-5 所 "i 


TIRE LE EWO [gj 6-4-4 网 格 向 y=0 的 密集 
to 物理 平面 (加 计算 平面 


eva e 
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D : 
图 6-4-5 前 切 变 换 图 6-4-6 — e DE E AGE XE SER 
{a} 物理 平面 {5} 计算 平面 
= 
一 ?CE (6-4-12) 
AB y—fGOR CA. A99 8| —RHe 883 APdA dA D Dx BUS ARREA 


Gr,32 = EO) LE FO) — (G1 (6-4-12') 
HPE OKEERE TAAS CX A. P. CXLATJRIEREEI AE SUPL COD. 
PAD PE P RR AR AP BLUR RE - D] — Ri] 98 7] AP 3 RT E f 
P(E, = PP + 9L P,CD. — Pí C5) ] (6-4-13) 
3] VIL AE B) ig e BOGIR AURA AERE ESRAR A. BAT 1L Eka 
的 埃 尔 米 特 插值 ,此 时 还 需 给 出 边界 上 的 一 阶 导数 ,利用 三 次 描 值 , 埃 尔 米 特 变换 可 写成 
P(E, = (1 — 37 + PE) T 93 一 2DPG,D c 


a -Eeo + Mn 1) ce,1) (8-4-14) 


e 
利用 埃 尔 米 特 变 换 可 以 生成 在 边 弄 附近 正 交 的 网 格 。 
前 切 变 换 的 一 个 上 典型 应 用 是 二 维 印 体 高 超 音速 绕 流 的 求解 ”” 。 图 6-4-6 所 示 是 高 超 音速 来 流 
线 过 一 刨 体 时 , 头 部 激 波 层 情况 ,求解 域 是 0 和 BB n CD rr UD P nOD n, OD 5) EP 
面 与 曲线 激 波 方程 。 在 采用 激 波 装配 法 求解 波 后 流 场 时 , Moretti g At FAE 


< -~ _ rat) 
| 六 一 (6-4-15) 
9-— x — 6) 

把 求解 域 变 成 矩形 域 。 由 于 激 波 位 置 未 知 , 需 过 代 求解 ,这 里 还 涉及 动 网 格 问题 ， 

三 、 多 面 方法 

对 于 计算 网 格 的 要 求 ,不 仅仅 是 网 格 的 贴 体 性 ,还 包括 光滑 度 , 形 状 \ 处 理 多 连通 域 的 能 力 
以 及 对 物理 解 的 分 辩 率 等 ,为 进一步 对 网 格 进行 控制 ,发 展 了 和 多面 变换 (Multisurface Trans- 
formation? 。 甚 作法 是 ,为 了 产生 内 边界 4( 名 到 外 边界 妾 (8 所 夹 区 域内 的 坐标 ,在 两 曲面 之 阅 
z| A z Arp gm P; —1.2,:- NER P,CO — ACD P4CO - BCD ;以 控制 边界 之 间 的 
坐标 方向 。 

多 面 法 要 寻找 一 个 矢量 值 国 数 

P(E, = (x(8,5, 9.9) (6-4-16) 
使 内 边界 ACE 对 应 于 ?一 0, 外 边界 对 应 于 ?一 1, 中 间 曲 面 Pos ,Pw-1, 一般 不 是 7=const ^6 
一 291 一 
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标 面 ,而 用 来 控制 穿 过 曲面 的 坐标 轴线 方向 。 对 第 与 第 & 十 1 个 曲面 , 作 函 数 
Vey = El Peas) E P, ($) ), = 1:257. m l (6-4-17) 


pz FPH GR EI 
图 6-4-7 所 示 , 若 要 求 PS, 办 沿 7 方 向 的 切 
PHF Va BP 

s N = V ($), = 1,27, N — 1 


ay 
(6-4-18) 
则 可 取 
aP XO 
- A AOV, (6-4-19) 
k=] B] 5-4-7 — A pp Bn 
KR. rp (E AE 
1 =! 
BC) = Ô y ES lo " — (8-4-20) 
对 (6-4-19) 式 积 式 ,可 得 
N-—]1 
PED = PO + SEG OD[P,,,0) — Pe] (6-4-21) 
k=1 
ERG = (rdzr (6-4-22) 
REE: TRR: 1 — qs EST ALENT B (O 上 ,于 是 EG O3 0 =1 , ZRS 
N—1 G 
PED 一 PO 十 SEE (p. — PO] (6-4-23) 


k=] 


FP i H ZA XE AEE TR pe RI ERT Fisica el URS IE R. 

当 立 二 2, 即 无 中 间 典 面 时 , ERRA RA (6-4-2 RAEAN ER (6-4- 1:30 R EE NS 
个 中 间 上 曲面, 县 插 信 和 多 项 式 取 点 刀 一 0, 训 一 1/2 ,7 二 1 的 整体 四 次 多 项 式 插值 , 则 得 到 埃 尔 米 特 变 
换 (6-4-14) 式 , 当 两 个 中 间 曲 面 控制 被 边界 上 的 一 阶 导 数 代替 时 , 得 到 精确 的 埃 尔 米 特 公式 。 

图 6-4-8 给 出 了 一 段 直线 与 一 段 圆 弧 之 间 所 生成 的 网 格 。 


[Hj 


图 6-4-8 mpi — 3 
— 909 — (a) 88 CT OCT ii 
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四 ,市 尔 运算 (Boolean Operations) fe32 FÉ. 48 ff (Transfinite Interpolation) Zr p Pt 
多面 方法 可 以 看 成 是 在 某 个 方向 控制 网 格 生 成 的 方法 ,利用 布尔 运算 可 以 做 到 在 密 个 方 
同 ( 二 维 时 是 芮 个 方向 } 控 制 网 格 。 | 
35 JE ARE. 6-4-9 所 示 的 四 条 曲线 国 成 的 平面 域 到 名 面 上 域 L0,11Xx10,1j 的 变换 。 记 所 有 
襟 换 的 集合 为 Ft 导 ,四 ,为 简便 起 见 ,以 前 切 变 挽 为 例 , 中 包含 剪 切 变换 及 其 它 各 种 变换 ,? 方 
DEL UR EE 3287357 
Q,F]-—(1-—TDF(G,0 --9FC,D (6-4-24) 
€ 方向 的 前 切 变 换 可 写成 
QeLF] = (1 — EFO p + £F) (6-4-25) 
其 中 FEE oO FE DAE TF. EAR FO PAREO Parae AMA. Ah RE g 
=Q] Q 5R; Bj; [8] ERER [BF RAA T PRX MAMA RRE 
EL TAEA 张 量 积 插值 
AQF] = Q,QI[F] 一 (1 — (1 — mDF(O.0 4-801 — pF.) 
十 人 一 全 VOL1) + £9FQ,D (6-4-28) 
于 是 可 得 "布尔 和 ”(Boolean Sum) 算 子 
lP — 外 -Q, DN (64-2) 
TR QDQ,LF 38 f SR. 布尔 各 可 写成 以 下 
形式 :Q@: 十 Qt1 一 Qe) ,于 是 二 维 过 程 可 分 裂 成 


以 下 两 步 
F, = QF] (6-4-28. 1) 
F, = F, + Q LEF — Fi] (6-4-28. 2) 
因而 可 在 两 个 方向 控制 网 格 的 生成 。 | T 
车 在 每 个 方向 引 人 中 间 控 制 面 , 则 得 到 超 E 6-4-9 —H XH EI 
限 插值 方法 ， PEE Eu GO FF C T 


6.4.5 网 格 生 成 的 保 角 变 换 方法 


保 角 变换 方法 是 利用 保 角 变 换 来 生成 物 
理 平 面 内 的 网 格 ， 保 角 变 换 法 生成 的 网 格 不 仅 具 有 正 变性 , 且 各 方向 伸 长 率 相 等 ( 拉 梅 系数 相 
等 ), 方 程 最 为 简化 ;其 网 格 有 良好 的 光滑 性 ; 且 网 格 在 几何 梯度 较 大 的 区 域 自 动 豪 集 ,通常 要 
引入 某 方 名 上 的 伸缩 变换 以 控制 网 格 的 空间 分 布 , 这 导致 正 交 性 的 破坏 ， 

一 ,解析 方法 

对 一 些 特殊 的 求解 域 ,存在 解 折 孙 数 变换 到 规则 域 。 于 是 可 以 利用 初等 保 角 变换 生成 网 


c. 
例如 ,初等 变换 
z = sbhẸ,z = r + iyt = Epin (6-4-29) 
把 具有 以 下 形式 的 管 壁 
Yw 一 Eo tE a = sin (6-4-30) 
AI A BUE 8E ELE TR EE LEE] 6-4-10 所 示 , t € £8 y 284 mla — d 65 M 
DES PEUT 
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&-—0.T5&6— 一 站 4d £—  gls£z- 
[| |] 
n $a -0 6 点 一 。 à á - D. 


E —1.0—0.8—0.5-0.4—u.2 d Tz $4 06 O8 LO A 7 
^ 


图 8-4-19 到 有 曲 型 喷 管 的 正 交 网 格 


gt 


s+ E (6-4-31) 
- TT 4- As 一 1 (6-4-32) 

EMRI EE TF A8 B] HR BEES] S8 Dr ACER LX RESCUE RR RU ER. 

二 、 数值 方法 

初等 保 角 变换 适用 范围 较 窗 ,对 于 复杂 形状 , 需 寻 找 近似 保 角 变换 ,要 借助 数值 方法 .其 中 
基于 Sehwarz-Christoffel Cf] £k S :+ 局) 变换 的 数值 方法 应 用 最 为 广泛 ， 

众所周知 ,Sohwarz-christoffel 变换 把 平面 多 边 形 域 变 到 上 半 平 面 ,对 于 任意 形状 曲线 ， 
可 用 有 限 条 折线 盈 近 ,于 是 可 利用 S-C 变换 进行 网 格 生成 “中 。 其 网 格 生成 是 一 个 半 解 析 半 数 
BYE TREACA, FRSC 变换 的 形式 ,其 中 的 参数 待定 , 需 设 计 一 个 数值 选 代 过 程 确 
定 其 中 参数 。S-C 变换 的 一 般 形式 是 


E = fE 2 MIT — ap (6-4-33) 
r=} 
积分 得 
t n 
ges MI JI (£ — apude + N (6-4-34) 
T 一 1 


其 中 是 角 点 数目 ,a DT ES T 
FA e EA NFL BF £F 73 169 2g 1E Cá E 6-4- 
1D; MN REESE a. 是 实数 ,它们 
是 待定 系数 , 除了 要 确定 这 些 待 定 系 
数 外 ,对 (6-4-34) 式 的 积分 ,在 角 点 
处 有 奇 性 需 特别 处 理 . R. T. Davis- 
提供 了 一 个 详细 的 数值 处 理 过 程 ,并 
生成 了 外 部 流动 的 网 格 , 而 J. M. 
Fioryan? 则 利用 它 生 成 了 内 部 流动 
的 贴 体 网 格 。 图 6-4-12 给 出 了 文献 -4-11 Schwarz-christoffel ZEE or E E 
(.36 | P ^E BAI —- RU R8 Sc D 


EE Ch) 
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在 网 格 生 成 方法 中 ,微分 方程 法 应 用 最 为 广泛 ,其 中 由 Thompson P? 等 人 在 1974 年 提出 
的 和 用 泊 松 方程 生成 网 格 的 T., T. M. 方法 ,是 目前 最 成 熟 应 用 最 广 的 方法 ,已 可 以 处 理 复 球 


的 三 维 求解 域 。 

一 、 椭 辆 型 方程 法 一 T. T.M. 方 
法 

6. 4. 1 节 提 出 的 网 格 生 成 问题 是 一 
个 棋 圆 型 边 和 值 问题 ,采用 椭圆 型 微分 方 
程 是 最 自然 ,最 合理 的 选择 ,文献 [38j 中 
选用 泊 松 方程 作为 控制 方程 

I 
| tg —Q 

Rh P.IQ 是 用 来 控制 网 格 分 布 的 强度 
KT. 

AHAT REIS ES] n ENARA 
程 研究 较 多 ,已 有 很 多 快速 解法 可 资 利 
用 :另外 ,虽然 泊 松 方程 因为 比 拉 普 近期 
方程 多 了 右 端 项 而 复杂 一 些 , 但 正 是 三、 
Q 的 引 估 ,使 得 可 以 调节 网 格 的 蔬 密 度 ， 

车 希望 等 了 线 在 ?= 一? 附近 集中 ,可 
取 

Q =— a sgn} — 22e I 

(6-4-36) 


(6-4-35) 
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[B -4-12 数值 Schwarz-christoffel Æ ny Aa po] $8 


KB a.c EARR TAE BE RS IE EC Ee RC ELSE IROK ERE «  RUTRECE, Pa 710071000, 0770. 5 
~L TORO 9 RERA. erp ME 


Q —— be sgag ~ qe TE ha n 


(6-4-37) 


o Hbd 是 可 调 常 数 。 一 般 地 ,了 ,@ 可 取 成 

N; M, 

一 一 ^ a sgn(£— ĝeme R 一 b, -sgn (ê — Ee «lec e cac sn 
123] J 一 1 

(6-4-38. 1) 

N, M, 

"PES S'a, + sgn} — 9, Je™ "7$ 一 Sib; * sgn} 一 9, )e 4 (4-6 te 
i 了 一 1 


(68-4-38. 2) 


由 于 物理 平面 上 网 格 未 知 ,在 物理 面 内 求解 (6-4-35) 式 很 不 方便 ,而 计算 域 上 求解 域 是 规 


则 的 ;所 以 通常 在 计算 域内 求解 反 变 换 方 程 
GF — 28r e, T FS. 十 J Pre + CIF, ) = ğ 


Ep r= iry) 


6-4-39. 1) 
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pesados (6-4-39. 2) 
P = xev, F vex, (6-4-39, 3) 
y — xg t yf (6-4-39. 4) 


— 90,y) L — 
J= XE 一 Xe&ys — Aye (6-4-39, 5) 


HEHA RUA E58 ULLA UE io 8S 71 AE ER FERE [LI 21 (8 [a] BB. af FEDES E BRE RE BE 
行 离散 , 一般 采用 中 心 差分 ,得 到 非 线性 代数 方程 组 ,可 用 通常 的 高 斯 一 赛 得 尔 迭 代 或 超 松弛 
选 代 (SOR) 法 求解 ,就 可 完成 网 格 的 生成 。 

由 于 椭圆 型 方程 的 特性 ,T.T. M. 方法 生成 的 网 格 具 有 良好 的 光滑 性 ;T. T. M. 方法 可 以 
用 强度 因子 控制 网 烙 ,以 适应 物理 问题 的 需要 ; 若 取 消 强 度 因 子 , 则 可 得 正 交 网 格 ,强度 因子 的 
引入 破坏 了 正 交 性 ,但 其 生成 的 网 格 一 般 仍 是 近 于 正 交 的 。 因 此 ,T.T. M. 方法 与 其 它 方法 相 


Se | 
! 


LP 
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ur 
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图 6-4-13 T. T. M. 法 生成 的 网 格 

比 县 有 有 很 大 的 优越 性 ,已 被 广泛 用 于 多 种 情形 。 图 6-4-13 Eri T T. T. .方法 生成 的 高 质 ~ 
EB. 

TE T. T. M. FEF ARERR EE 653 EAE HE I SRL HE RT PO. 的 选取 ,主要 是 基 
于 对 物理 解 的 基本 了 解 , 强 度 因 子 中 各 参数 大 小 也 是 由 数值 实验 结 出 的 ,虽然 边界 上 点 的 分 布 
可 以 依 边 界 曲率 的 变化 自动 调节 ,但 边界 点 上 的 这 种 分 布 未 必 能 保证 在 整个 求解 域 中 建立 同 
样 的 分 布 。 在 T.T.M. 方法 中 ,如 何 做 到 网 格 的 自动 控制 ,网 格 分 布 与 物理 解 的 耦合 有 待 进 一 
步 研 究 。 

二 . 双 曲 型 抛物 型 方程 呈 

除了 用 椭 图 型 方程 生成 网 格外 ,也 可 以 用 双 曲 型 或 抛物 型 方程 生成 网 格 。 考 虚 到 双 曲 型 与 
抛物 型 方程 的 特点 ,此 时 不 能 在 整个 边界 上 给 定 网 格 点 的 分 布 。 

抛物 型 方程 可 以 用 来 生成 有 两 个 给 定 边 界 的 双 连 遂 城 内 的 网 格 , 双 曲 型 方程 则 只 人 允许 一 
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个 边界 给 定 . 所 以 只 能 用 来 生成 无 界 域 的 网 格 , 而且 此 时 计算 域 的 远 边界 的 准确 位 置 对 于 物理 
问题 的 求解 应 该 不 太 重 要 ,因而 其 应 用 范围 不 及 本 图 型 方程 。 

双 曲 型 系统 可 以 用 来 生成 正人 交 网 格 。 对 于 二 维 傅 形 ,利用 正 交 条 件 并 令 J 为 坐标 线 的 给 
XE BR ACCAE — 4 — 1 时 是 网 格 的 微 面积 ), 则 


Tur. yeys = 0 (6-4-40. 1) 

Jer, — yaye = fs) (6-4-40. 2) 

RBS: BB EIE ROKTSGBU E RERUAT (0. px T TOOL E, ERE RRA, 
可 得 

Cr 十 y,Oxrg— rg = fiy, e fryt (6-4-41. i? 

— Gn F ypyg = Gr H yi Ym = fer, H fure (6-4-41. 2) 


车 在 方向 给 定 初 值 , 则 可 沿 ”方向 推进 求解 (6-4-40. 1) 式 与 (6-4-40. 2) R 

如 前 所 述 , 双 曲 型 方程 在 网 格 生成 中 的 应 用 不 象 椭圆 型 方程 广泛 ,因为 整个 边界 上 的 网 格 
点 分 布 不 能 全 部 纵 定 。 边 过 上 的 不 连续 性 将 传播 到 求解 域 中 ,此 时 度量 张 量 中 的 元 豪 也 存在 不 
连续 性 ,所 以 网 格 的 光滑 性 较 差 。 而 且 由 于 又 曲 型 偏 微 分 方程 组 存在 着 象 滞 波 那样 的 间断 解 ， 
对 于 给 定 的 边界 上 网 格 点 的 分 布 以 及 控制 函数 六 #, 力 可 能 得 到 不 合适 的 网 格 。 

右 把 本 图 型 方程 生成 系统 中 的 一 个 坐标 方向 的 二 阶 偶 导 略 去 , 则 得 到 抛物 型 生成 系统 .其 
坐标 线 的 分 布 可 由 类 似 于 本 图 型 方程 生成 方法 中 的 控制 函数 来 控制 。 


6.4.7 动 网 属 技 术 


把 复杂 几何 边界 的 物理 问题 变换 到 具有 平行 直线 正 交 网 格 的 计算 平面 内 求解 的 作法 ,可 
以 用 来 处 理 整 个 求解 域 随时 间 变 化 的 非 定常 问题 。 此 时 ,物理 平面 内 的 求解 域 (包括 几何 边 
界 ) 及 网 格 都 随时 间 改 变 。 痢 在 物理 面 内 求解 , 则 必须 在 一 个 或 大 干 个 时 间 步 后 按 新 的 几何 边 
界 重新 给 求解 域 构筑 网 格 , 且 计算 时 用 的 控制 方程 应 考虑 到 求解 域 及 网 格 边界 的 变化 , 宜 采 用 
积分 形式 的 守恒 律 方程 。 如 积分 形式 质量 守恒 方程 为 


Sf edv + | etu — W) «d$ = 0 (6-4-42) 


AFV 为 求解 域 体 积 ,S 为 其 周 界 .V ERASER W 为 求解 域 边 界 的 移动 速度 。 若 将 求解 城 
划分 为 了 个 互相 邻接 网 格 .每 网 格 体 积 为 六 ,每 网 格 有 个 表面 ,网 格 表 徊 以 5,, 记 , 则 对 每 个 


网 格 
à. pdV 二 > | eU —Wo-d$—0 (6-4-43) 
————— 
4] av = | W, -as (6-4-44) 
对 网 可 格 i 为 | 
af dV = 2|, W. : d$ (6-4-45) 
该 式 称 为 积分 形式 的 几何 守恒 律 。 | | 


35 gr E.P f BERT FR] E 3 TER D E 368 DU] d 35 8 . 9 Bl t. E PU FEDES RE E C 
系 式 里 ,变换 关系 为 
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| bres 


9 — PT yt) (6-4-46) 
T= 
计算 面 内 求解 域 及 网 格 边 界 为 
SFP —0, S, 5, —0 (6-4-47) 
物理 面 内 求解 域 及 网 格 边 界 为 
Sry — 0. Cro yup — 0 (6-4-48) 
变换 的 雅 可 比 为 了 一 re 一 zs。 计算 面 内 微分 形式 的 质量 守恒 方程 为 
Jg, -+ W e oU) =Ù (6-4-49) 
用 该 方程 组 求解 时 , 需 计 算 7 值 , 它 可 由 积分 形式 几何 守恒 律 (8-4-45) 式 求 出 。 设 边界 5; 上 任 
意 点 移动 速度 为 
W; = (Trs Yede, (6-4-50) 
Tij E UT EER EE EE OS AT 3 P L5 B] 18] 26 X: A mr 8E EE [8] 0-8 5) np 3038.48. 
J= JN. e Ws (6-4-51) 
而 右 端 为 


JV Ws —J[GO. (yr), 
一 J[CGX8, 4- GE, H Cy Ey + DOR] 
一 [VE (QV Vy QV] 
= [JV6 - QVO] + DLJV9 WD — W - [YE + (FTP 
(6-4-52) 
由 4.9.0 可 得 
E = VE- Wo p= VIW, 
而 由 于 IVES Cyr apd V= — ypt, AARE -DRRR TRUE 


Èp = JÊp, p = Ip, P = t,x.y (6-4-53) 
Jill (6-4-520 H 
JUV Wj — — LGOe t 0S] (6-4-54) 
JLATSE E f C6-4-450 RATER 
J, 4- C 96 t GO, = 0 (6-4-55) 


用 动 网 格 技术 求解 时 , 需 联 立 (6-4-49) 式 与 (6-4-55) 式 求解 。 
求解 时 从 物理 荀 内 求解 域 的 初始 状态 出 发 ,作出 计算 面 内 网 格 , 给 册 初 始 的 坐标 变换 量 
Xie VEs Tys Yy 
进而 求 出 J^. XEDLAUETHE Io VADE LB 3a: zh SL GR Wm Cy ,n 指 时 间 步 ,以 及 物理 面 内 求 
解 域 边 界 人 ,3 出 可 用 前 述 的 各 种 方法 构筑 网 档 , 从 而 确定 各 网 格 点 位 置 (六 9) ,及 坐标 
TRE Ces y? xp yis 并 由 求解 域 边 界 运动 规律 算出 各 z 时 间 后 新 的 求解 域 边 界 点 位 置 (zl， 
y, 
rbo— x" or^ 
yl — y* d XMAT 
e 208 eus 


于 是 又 可 构筑 新 的 网 格 。 即 对 每 个 时 间 步 可 由 上 述 方法 算出 坐标 变换 量 (zg yt me ys ;进而 
算出 以 下 量 | | 
pour ya eue c 


Ti = m yERON S, mm ori 


£^ — Jd " W, == 一 (Enr! 十 Eryr) 
六 一 一 证. = t 43D 
这 样 就 可 由 (6-4-55) 式 算出 了 为 
a 


AJ* zo Af GOD UD] 
Zo Ja. BIST EHE HARRE 8n Co-4- 40 LBS PEU E 712E7 E. 


$6.5. 6% hz || e CAdaptive Grid) 


ERRIA A R DEBOB RUNE ER ERARA ERRIN ROS. P1 38:2 38 9 RC 
波 商 , 接 触 间断 面 , 滑 移 面 等 等 ,在 处 理 这 些 快速 变化 区 时 ,为 提高 糖度 和 分 辩 率 , 需 和 采用 较 细 
的 网 糙 。 车 不 加 处 理 地 划分 网 格 , 可 能 导致 分 辩 率 较 低 或 计算 效率 低下 。 根 据 这 种 考虑 ,计算 
隐 帮 应 在 迷 代 过 程 中 不 断 调 节 , 以 做 到 网 格 点 分 布 与 物理 解 的 耦 含 , 即 采 用 自 适 应 圆 格 技术 。 
自 适应 网 烙 希 望 做 到 在 物理 解 变动 较 大 的 区 域 网 格 自动 密集 ,而 在 物理 解 变化 平 缕 区 域 网 格 
相对 入 将 ,外 项 望 在 保持 计算 的 高 效率 的 同时 得 到 高 精度 的 解 . 对 自 适 应 网 格 的 另外 要 求 是 保 
证 网 格 是 够 的 光滑 性 ,县 网 格 点 的 变动 应 较 缀 慢 , 以 防 出 现 数值 振荡 。 

自 迁 应 网 烙 技 术 是 期 望 合理 地 安排 网 格 ,可 以 分 成 两 类 ;一 类 是 局 部 加 密 法 ,在 解 的 快 
速 变化 区 增加 新 风格 点 ,有 时 还 删除 一 些 不 必要 的 网 格 点 以 控制 网 格 点 数目 不 玛 太 多, 这 类 方 
法 一 般 外 理 定常 问题 较为 肥效, 对 诸如 县 有 运动 激 被 这 类 的 非 定常 问题 较为 麻烦 ,这 里 不 敌 介 
绍 ; 筋 一 类 是 整体 方法 ,保持 网 格 点 数 月 不 变 , 遂 过 网 格 点 的 运动 重新 排 布 网 格 ,这 是 自前 大 量 
采用 的 方法 ;综述 性 的 文献 可 参见 [30]。 自 适应 网 格 技 术 是 近 些 年 来 研究 的 热点 ,发 展 了 多 种 
FE ERARANTA. 

8 ECL ER TR EGRE T RIEN HERO E ERRA ERRETENA NNER EN 
始 网 格 生成 以 后 ,为 了 提高 数值 计算 精度 和 分 辨 率 ,改善 其 收 伍 性 能 而 采用 自 适 应 技术 ,是 在 
计算 过 程 中 重新 排 布 网 格 的 过 程 。 概 括 地 说 ,可 以 根据 所 需求 解 的 问题 的 物理 特性 和 几何 特 
性 ,选用 以 上 描述 的 某 种 最 式 方法 生 或 补给 计算 网 烙 , 自 适应 过 程 是 使 网 冲 重 新 分 布 , 这 可 通 


` 过 使 某 个 最 到 极 小 值 达 到 ,因而 一 般 可 用 变 分 原 列 来 处 理由 变 分 原理 得 出 的 欧 拉 一 拉 辆 并 日 


方程 组 作为 调整 网 格 的 控制 方程 组 。 
一 般 是 使 以 下 的 积分 
z= || wQdidy (6-5-1) 


"n I [| wQdzdy (6-5-2) 
取 极 小 信 。 Pit ASIE TET p RUETEE E Coo ERU. EP uo ERARO EHER A 


特性 的 某 个 量 ， 通 过 mo 与 @ 的 选取 达到 控制 网 格 , 使 网 格 合理 分 布 的 目的 。 
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FL BR o7 0, 38 E ECRIRE RE B RC B HE. n EAE s Dn AP E I C it E CJ DURS 
数 越 大 时 ,其 网 格 点 曾 距 越 小 ,从 而 使 得 网 格 在 误差 较 大 的 区 域 或 物理 解 空间 变化 较 大 的 区 域 
分 布 密集 ,而 在 小 误差 区 域 或 光滑 区 域 分 布 稀 玻 。 一 般 地 ,z 依 束 于 物理 解 的 梯度 。 如 zz 是 物 
FER M to 可取 成 

w = [1 + (e| Vul? (6-5-3) 
BJ ELE di EUREN P717 (E F8] 3-1: n, AE DRE DR ROLE C Vu D 倾 癌 于 在 大 梯度 域 聚 集 、 在 平缓 区 
Fd fa] IBS X. 以 上 给 出 的 ww 是 两 者 的 平均 效应 .a 是 可 调 参 数 ,e 越 大 ,在 大 梯度 域 的 聚集 
TRS. 

对 一 维 情形 , 解 曲 线 的 微 弧 长 为 


ds = [dzx? + du? = y 1 + udr (6-5-4) 
因此 在 4 一 1 时 , (6-5-3} 式 可 写成 


W= i, (6-5-3') 
如 此 选取 的 如 守 致 如 图 6-5-1 WART- 


图 6-5-1 A BEHEISUS E 0 38€ f 
以 上 选取 的 w 不 能 导致 网 格 在 极 值 域 附近 聚集 ,因此 可 在 其 中 加 入 二 阶 导数 xx 或 曲率 


Hir 


tT ran ibd 

的 影响 ,例如 取 
w= (1 + BIRONI H du (6-5-6) 
或 w-—1--el|a, | 2-8 |u,, | (6-5-6) 


其 中 a,8 是 可 调 参 数 ,a 强调 在 高 梯度 城 限 集 ,8 强调 大 曲率 域 沼 集 . 
PHE 的 选取 是 网 格 控 制 的 男 一 方面 。 如 前 所 述 , 对 于 计算 网 格 , 除 贴 体 性 要 求 外 , 自 i 
适应 性 ,光滑 性 、 正 交 性 都 很 重要 ,Q 的 选取 应 适应 这 些 要 求 .这 三 方 而 的 要 求 在 网 格 中 应 该 得 
到 体现 ,简单 地 说 ,对 于 网 格 的 控制 ,就 是 希望 在 自 适 应 性 ,光滑 性 , 正 交 性 三 方面 达到 一 种 最 
佳 的 效果, 取得 一 种 平衡 效应 ,文献 L42. 提 出 的 方法 就 是 网 格 三 个 特性 的 一 种 平衡 。 
首先 .变换 的 雅 可 比 行列 式 人 了 是 物理 而 内 网 格 面积 与 计算 面 内 赔 格 面积 之 比 ( 三 维 时 
为 体积 比 ), 因 此 > 值 大 小 反映 了 网 格 的 芍 密 程 度 。 于 是 肾 息 一 了 时 ,使 


L= ll iiei (8-5-7) 
D 
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取 极 小 值 ,就 可 使 网 格 在 大 梯度 区 密集 ,从 而 满足 目 适 应 性 。 
其 次 ,网 格 帆 离 正 奖 性 的 程度 可 以 用 量 * ， Vy RRR VE Vi 越 小 ,其 正 交 性 越 好 ， 
VE* Vg—0 HAE EZK. AER SVE" VY ,使 


ji cvs SVP drdy (6-5-8) 
Bot B RETIRER E E EMER R. B S TAAR. 


最 后 ,由 于 最 光滑 的 网 格 是 由 拉 普 拉 斯 方程 生成 的 ,所 以 可 以 用 量 L(V A 人? 十 (WWW):j 来 表 
示 网 格 的 光滑 度 , 该 值 越 小 则 网 格 越 光滑 。 若 取 人 @= 二 [LCV 十 (VWF), 使 积分 


m | Leve E Q7) ddy (6-5-9) 
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45, 
图 6-5`2 自 适 应 网 格 一 例 
如 上 所 述 , 网 格 的 三 方面 要 求 应 得 到 兼顾 ,所 以 综合 以 上 三 个 因 紊 ,应 使 以 下 的 汉 孙 
] eu, + A, + A (6-5-10) 


取 极 小 ,其 中 心心, ETRE CS r SS RB a ETE LIE SE TEHDUR E. A SA0 夺 , 可 应 得 
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| 到 最 光 潜 的 网 格 ,但 正 交 性 和 自 适应 性 受到 损失 ;类 似 地 ,一 = 0 时 ,可 以 得 到 最 正 交 的 网 
格 ; 而 太一 一 0 时 ,可 以 得 到 自 适应 性 最 好 的 网 格 。 在 实际 计算 中 ,要 适当 选取 六 的 值 ， 


以 达到 最 佳 的 效果 。 
ERE wQ 之 后 ,可 得 到 和 欲 使 之 取 极 小 值 的 泌 范 的 表达 形式 ,在 物理 面 内 其 一 般 形式 为 
J= [| Faros 80-66, )dzdy (6-5-11) 
理由 一 般 的 上 蛮 分 原理 得 出 其 对 应 的 哆 拉 一 拉 格 朗 日 方程 组 
V'xOoE-x-O (6-5-12. 1) 
aF ar 
M t FEVZT — 3) = (0 (6-5-12. 2) 


其 中 ” 是 哈密 顿 算 子 . 由 于 计算 是 在 计算 平面 内 进行 ,该 方程 组 还 应 变换 到 计算 平 而 上 来 。 该 
方程 组 构成 了 调整 网 格 的 方程 组 ,对 于 (6-5-10) 式 给 出 的 泛 函 ,经 过 一 系列 运算 可 以 得 出 其 调 
整 网 格 的 方程 组 ,详细 玫 达 式 可 见 文献 [42]。 

在 实 原 计 算 中 ,物理 问题 的 求解 一 般 应 与 网 格 的 调整 过 程 相间 地 进行 。 

使 用 自 适 应 网 格 , 一 般 能 够 改善 数值 解 的 收 敏 性 能 ,减少 离散 点 数目 ,提高 激 波 分 辩 率 。 虽 
然 网 格 点 在 物理 面 上 随 先 代 进 行 而 改变 ,但 由 于 计算 面 上 网 格 点 的 分 布 不 变 , 数 值 计算 在 计算 
面 内 进行 ,所 以 无 需 播 值 ,物理 面 上 网 榨 点 的 变化 由 网 格 的 移动 速度 带 进 方程 中 。 

图 6-5-2 给 出 了 文献 L42J 中 的 一 个 结果 ,是 可 压缩 理想 流体 在 有 一 个 小 台阶 的 管道 内 流 
动 的 情形 ,可 以 看 出 激 波 的 形成 和 反射 ,其 中 采用 了 自 适应 网 格 , 压力 梯度 作为 权 函 数 ,可 以 清 
楚 地 看 出 网 格 在 激 波 所 在 区 域 的 密集 ， 

目 适 应 网 烙 方法 处 在 不 断 发 展 之 中 ,在 目前 的 阶段 ,几乎 所 有 的 自 适应 方法 都 需要 确定 一 
些 加 权 常 数 , 其 选择 往往 与 待 求解 的 问题 的 物理 特性 和 几何 特性 有 关 , 因 而 只 能 由 数值 实验 来 
确定 。 如 何 减少 这 些 参 数 的 数目 或 如 何 做 到 这 些 参 数 的 自动 选取 ,是 有 待 研究 的 领域 . 
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